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Résumé

Le probléme de la multicoupe minimale est un probleme NP-difficile
dans de nombreux cas, et de plus en plus étudié du fait de son intérét
dans différents domaines (comme celui des télécoms par exemple).

Soit un graphe G = (V, E) non orienté contenant n sommets et m
arétes pondérées par des entiers positifs. Soit une liste £ de k paires
{source, puits} de sommets, le probleme de la multicoupe minimale
consiste a supprimer un sous-ensemble d’arétes de poids total minimal
de fagon a séparer la source et le puits de chacune des k paires de L.

L’objectif de ce travail est double : tout d’abord, s’intéresser a la ré-
solution pratique de ce probleme dans le cas d’un graphe G quelconque,
puis, étudier ce probleme lorsque le nombre d’arétes de la multicoupe
est contraint.

Pour un graphe quelconque, le probleme de la multicoupe minimum
est NP-difficile des que £ > 3. Nous développons plusieurs modélisa-
tions de ce probléme puis résolvons un nombre important d’instances,
générées aléatoirement, a ’aide d’un solveur mathématique. Malgré la
NP-difficulté, nous réussissons & résoudre des instances de taille as-
sez importante. Cela s’explique notamment par le fait que les sauts
d’intégrité constatés sont relativement faibles. Nous nous apercevons
également que le temps de résolution était davantage lié au nombre de
paires de terminaux qu’a la taille du graphe G.

Par la suite, nous élaborons une modélisation quadratique espérant
pouvoir calculer une borne meilleure que celle obtenue par relaxation
continue des modeles linéaires. Malheureusement, nous montrons que
cette modélisation ne donne pas de résultats intéressants.

Nous étudions également le probleme de multicoupe avec ’ajout
d’une contrainte de cardinalité. Ce probléme consiste a trouver une
multicoupe de poids minimum contenant moins de p arétes, ou p est
une donnée du probleme.

Concernant les graphes non orientés, nous savons que le probleme
est NP-difficile dans le cas général, mais aussi dans certains cas tres
particuliers comme les étoiles. Cependant, nous montrons que le pro-
bleme est polynomial lorsque le graphe est une chaine car la matrice
des contraintes est totalement unimodulaire. Nous élaborons un algo-
rithme polynomial combinatoire consistant & résoudre son dual puis a
calculer une solution du primal grace au théoreme des écarts complé-
mentaires. La complexité de cet algorithme est en :
O(n?klogs(Maz(0, Conaz — 2Cmin)) + n(n + k)?) ot Cruae €t Conin
représentent respectivement les capacités maximum et minimum des
arétes de la chaine. Cet algorithme permet également de résoudre ce
probleme lorsque le graphe est un anneau avec une complexité multi-
pliée alors par n.
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1 Introduction 4

1 Introduction

Ce document est le rapport final du stage de troisieéme année requis pour
valider la formation ingénieur regue au sein de 'ITE-CNAM (Institut d’In-
formatique d’Entreprise - Conservatoire National des Arts et Métiers).

Ce stage, long d’au minimum cing mois, clot le cycle ingénieur et est indis-
pensable a 'obtention du diplome. Il a débuté le 3 février 2005 au sein du
CEDRIC (Centre d’Etude et De Recherche en Informatique du CNAM) et
s’est terminé le 12 aott 2005.

Ce rapport valide également le Master STIC, mention informatique, spécia-
lité MOCS/RO du CNAM.

Le sujet du stage concerne [’étude du probléme de la multicoupe. Apres
un bref apercu du cadre humain et technique, je décrirai brievement le sujet
de recherche proposé, "I’état de l'art” actuel, puis je détaillerai I’ensemble
des travaux réalisés.

2 Description du CEDRIC

Le CEDRIC est reconnu comme équipe d’accueil (EA 1395) par le mi-
nistere de tutelle. Le laboratoire regroupe des enseignants-chercheurs en In-
formatique du département STIC du CNAM & Paris, et de 'Institut d’In-
formatique d’Entreprise (IIE) & Evry.

Fondé en 1988 par C. Kaiser, G. Florin et S. Natkin, le CEDRIC regroupe
I’essentiel de I'activité de recherche en informatique menée au CNAM. Les
équipes sont réparties entre deux localités : le CNAM Paris et I'Institut d’In-
formatique d’Entreprise a Evry.

Le CEDRIC meéne des travaux dans I'ensemble des domaines de I'infor-
matique avec un axe principal orienté vers la conception, la modélisation et
la validation de systemes. Le CEDRIC, de par son appartenance au CNAM,
joue un role privilégié en matiere de transfert de technologie de la recherche
vers I'industrie. Le CEDRIC entretient des rapports avec les principaux ac-
teurs industriels et publics des Nouvelles Technologies de I'Information et de
la Communication (NTIC). Il participe aux actions de recherche des réseaux
francais et européens.

En accord avec la politique scientifique de I’Etablissement et des orga-
nismes de tutelle, et en liaison avec les autres laboratoires, publics et privés,

de la spécialité, le CEDRIC a pour missions de :

— Définir les programmes de recherche et effectuer toute recherche dans

Rapport de stage final Nicolas Derhy
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la spécialité. En ce sens, il vise a étre une des composantes essentielles
de la recherche en informatique en France, tant sur le plan de la re-
cherche académique que de la recherche technologique;

Contribuer & la valorisation et au transfert des résultats de ces re-
cherches aupres des milieux scientifiques et professionnels. Le labora-
toire vise a une reconnaissance nationale et internationale de la qualité
de ses travaux et de sa capacité a jouer un réle moteur dans le trans-
fert de technologie entre les milieux académiques et industriels ;

Etre un des moyens de 1’établissement pour améliorer le niveau et la
qualité de ses enseignements. Dans ce domaine, le CEDRIC doit favori-
ser le recrutement d’enseignants chercheurs de haut niveau scientifique
et étre un lieu privilégié de la formation, & la recherche et par la re-
cherche;;

Favoriser la constitution et le fonctionnement d’équipes de recherche
sur la base de plans pluriannuels de développement des activités de
recherche ;

Favoriser les projets d’opérations de caractere interdisciplinaire, pluri-
institutionnel ou plurinational.

Ses cinq themes de recherche sont :

Modélisation ;

Optimisation combinatoire ;

Réseaux, systemes et multimédia;

Systemes d’information, de décision et bases de données;

Systemes sirs.

Le stage s’est effectué au sein du theme Optimisation Combinatoire, sous
la direction de Marie-Christine Costa, Professeur des Universités, de Frédéric
Roupin, Maitre de Conférences et de Cédric Bentz, Doctorant.

3 Remerciements

Je tiens tout d’abord a remercier Cédric Bentz, Marie-Christine Costa
et Frédéric Roupin qui m’ont encadré pendant toute la durée de ce stage. Ils
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ont suivi I’évolution de mes différents travaux, me guidant et me conseillant
judicieusement. J’ai pu, grace a eux, découvrir le monde de la recherche ce
qui m’a poussé a poursuivre en these au sein de la méme équipe.

Je remercie Eric Gressier et Marie-Christine Costa pour m’avoir accepté et
“supporté” dans leur bureau. Je remercie également ’ensemble des personnes
du CEDRIC que j’ai cotoyées et notamment, Marie-Christine Plateau, Au-
rélie Le Maitre, Agnés Plateau, Christophe Picouleau, Eric Soutif et Vincent
Pinte.

Enfin, je voudrais adresser un remerciement particulier a Cédric Bentz qui
s’est montré tres disponible durant ce stage et m’a consacré énormément de
temps, que cela soit pour les différentes recherches menées ou méme, pour
la relecture de mes rapports successifs.
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4 Les problemes de la multicoupe et du multiflot
entier

Nous utilisons la terminologie de Berge [2] pour la définition des graphes.
Soit G = (V, E) un graphe non orienté dont les arétes sont pondérées par
des entiers strictement positifs, appelés “capacité” ou "poids” de ’aréte, et
une liste £ de k paires (source, puits) de sommets, £ = {(s1,%1), ..., (g, tx) }-
Nous notons également n=|V| et m=|E|, respectivement le nombre de som-
mets et d’arétes du graphe G. Enfin nous noterons les capacités c. (Ve € E)
ou c(u,v) (V(uv) € E) selon la formulation employée.

Bien qu’a premiere vue, les problemes du multiflot et de la multicoupe
soient des problemes indépendants, il existe une relation de dualité entre
ces deux problemes, comme nous le verrons dans cette partie apres avoir
explicité les deux problemes.

4.1 Définition du probleme étudié

Définition 1. Une multicoupe est un ensemble d’arétes C tel que leur sup-
pression déconnecte les deux sommets de chaque paire de L.

La valeur d’'une multicoupe étant égale a la somme des poids des arétes
de C, I'objectif est de trouver la multicoupe minimisant cette valeur.
Nous désignerons par la suite PMCM ce probleme (Probleme de la multi-
coupe minimale).

Exemple 1. Le graphe ci-dessous contient 6 sommets et 7 arétes valuées
par des entiers strictement positifs.

L’objectif est de trouver un ensemble d’arétes dont la suppression sépare
simultanément s1 de ty1, so de to et s3 de tg

) S ) S N
1 1
1

()

) ty S5 t ts

Fi1c. 1 — Exemple de multicoupe.
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4.2 Le probleme du multiflot entier 8

La coupe minimale vaut ici 4 et est obtenue en supprimant les arétes
(af), (bd), (fd) et (de).
On peut remarquer que cette solution n’est pas unique car (bd), (ce), (fd)
et (de) correspondent également & une multicoupe de valeur 4.

4.2 Le probleme du multiflot entier

Définition 2. Un multiflot entier est un ensemble flots entiers routés entre
chaque paire de sommets de L tout en respectant les contraintes de capacité
sur les arétes.

Ces contraintes correspondent au fait que la somme des flots transitant par
une aréte doit étre inférieure a la capacité de cette aréte.

Nous chercherons ici & maximiser la somme des flots routés et nous dé-
signerons par la suite PMFEM ce probleme (Probleme du multiflot entier
maximal).

Reprenons 'exemple de la partie précédente :

Une solution optimale de PMFEM sur cette instance est la suivante :
— On route 1 unité de flot entre s1 et ¢; sur la chaine (f,a,b,c.e).
— On route 1 unité de flot entre sy et t2 sur la chaine (f,d).
— On route 1 unité de flot entre sy et to sur la chaine (d,e).

La valeur du multiflot obtenu est ici égale a 3.

Rapport de stage final Nicolas Derhy
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4.3 Formulation mathématique et dualité des deux problemes
4.3.1 La formulation aréte-chaine

Nous allons considérer ici une premiere formulation dite aréte-chaine des
probléemes de multicoupe et de multiflot.

Soit P* l’ensemble de toutes les chaines élémentaires de si & ti. On dé-
finit IT = Uke{ly_”’K}Pk et M = card(Il) et, pour tout i € {1,..., M}, on
note ¢; le flot sur la ¢ chaine v;.

La recherche du multiflot entier de valeur maximum peut se formuler
sous la forme d’un programme linéaire en nombres entiers. On cherche a
maximiser la somme des flots routés sur ’ensemble des chaines tout en res-
pectant la contrainte de capacité de chaque aréte.

( M
Max Z(ﬁi
i=1
(PL1) S. ¢ Z¢i<c€ Vee E
i/e€y;
$; €N Vie{l,...,M}

La recherche de la multicoupe de valeur minimum peut également se
formuler sous la forme d’un programme linéaire en nombres entiers. Il est
nécessaire que, pour toute chaine reliant deux terminaux d’une méme paire,
au moins une aréte soit dans la coupe.

On note z, la variable booléenne valant 1 si ’aréte e appartient a la coupe
et 0 sinon.

( .
Min E CeZe

ecE

(PL2){ scc. D z>1 Vie{l,... .M}

ecy;

ze €{0,1} Vee F
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4.3.2 Dualité des relaxations continues des deux probléemes

Proposition 1. La relaxzation continue de (PL1) est le dual de la relazation
continue de (PL2)

Cette propriété découle immédiatement des formulations (PL1) et (PL2).
En conséquence, les optima des relaxations continues de (PL1) et de (PL2)
sont égaux.

Pour k=1, les deux problemes précédents sont les problemes bien connus
de la coupe minimale et du flot maximal que 'on peut résoudre en temps
polynomial [9]. Malheureusement, pour k£ > 1 et a U'inverse de ces deux der-
niers problemes, les valeurs des solutions optimales de PMCM et PMFEM
ne coincident pas. De plus, le théoreme de Ford-Fulkerson, montrant que les
points extrémes du polyedre des solutions admissibles d’un probleme de flot
simple sont tous entiers, ne se généralise pas au cas de la multicoupe et du
multiflot.

Ainsi, nous avons vu dans ’exemple précédent que la multicoupe mini-
male avait pour valeur 4 alors que le multiflot maximal avait pour valeur 3.
La seule relation existante entre PMCM et PMFEM indique que la multi-
coupe minimale a toujours une valeur supérieure a celle du multiflot maxi-
mal; cette derniere propriété découlant également de la dualité des pro-
grammes continus.

4.4 Quelques problemes connexes

Nous présentons ici les principaux problemes connexes a PMFEM et
PMCM.

4.4.1 Les problemes de coupe et de flot multiterminaux

Un cas particulier trés connu du probleme de multicoupe est le probleme

de la coupe multiterminale, ou la coupe doit séparer deux a deux tous
les sommets appartenant a un ensemble donné X C V.
Il s’agit d’un probleme particulier de multicoupe pour lequel les k paires a
séparer dans la multicoupe sont les |X||X — 1| paires de sommets de X.
Nous mentionnons également le probleme de flot multiterminal, qui cor-
respond au multiflot entier maximal : 'objectif est de maximiser la somme
totale des flots routés entre toutes les paires de sommets de X.

Les programmes mathématiques restent ici les mémes que PMCM et
PMFEM, seules les données des problémes changent : a chaque paire de
sommets de X est associé un couple (s, tr).

Rapport de stage final Nicolas Derhy
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4.4.2 Le probleme de la p-coupe

La p-coupe est un probléeme encore plus particulier de la coupe multi-
terminale. L’objectif de ce probleme est de partitionner les n sommets du
graphe en p ensembles non vides, de maniere a minimiser la somme des poids
des arétes reliant des sommets appartenant a des ensembles différents.
Pour un p fixé, cela devient un "cas particulier” de la coupe multiterminale :
on résout des instances de coupe multiterminale en choisissant pour ’en-
semble X tous les ensembles possibles de p sommets. On garde la meilleure
solution trouvée qui correspond a la solution du probléme de p-coupe.

4.4.3 Maximisation de flots insécables

Généralement, le flot routé entre s; et ¢; (i € {1,...,k}) peut se répartir
entre plusieurs chaines reliant ces deux sommets. Cependant, le probleme
requiert parfois que chaque flot soit insécable : il doit étre routé sur une
unique chaine entre s; et t;. Le probléeme consiste donc ici a sélectionner k
chaines, une dans chaque ensemble P; (P; contient I’ensemble des chaines
reliant s; et ¢;), et a router k flots de maniére & maximiser la somme des
flots tout en respectant les contraintes de capacité sur les arétes.

Pour obtenir le programme mathématique associé, nous pouvons ajouter
une contrainte quadratique au programme PMFEM :

fz'fj =0, Vy; 7'5 Vj, Vi et v € PLvt=1...k

Il est & noter que si le graphe est un arbre, il n’existe qu’'une seule chaine
entre deux sommets du graphe et les contraintes ajoutées sont inutiles.

5 Etat de art

Nous avons vu précédemment que certaines propriétés sur le flot maximal
et la coupe minimale rendant le probleme facile ne se conservaient malheu-
reusement pas pour k > 2. Ainsi, si ces deux derniers problémes sont connus
comme étant polynomiaux, cela n’est pas le cas des problemes de multicoupe
et de multiflot qui sont NP-difficiles.

5.1 Complexité des problemes

PMFEM et PMCM sont deux problemes Max SNP-difficiles ([15], [7] et
[11]), méme dans plusieurs cas particuliers. Ces résultats impliquent qu’il
n’existe pas de schéma d’approximation polynomial pour ces problemes si
P # NP ([1]). Il est également connu que PMFEM reste NP-difficile lorsque
le nombre de flots est égal a 2 et que toutes les arétes ont des capacités égales
a 1 dans un graphe orienté([8]).
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5.2 Quelques algorithmes approchés pour certains problemes

Comme PMFEM et PMCM sont NP-difficiles, les seuls algorithmes po-
lynémiaux que 'on peut espérer obtenir sont des algorithmes donnant des
solutions approchées.

D’un point de vue positif, dans des graphes non orientés, Garg, Vazirani
et Yannakakis ont proposé dans [10] un algorithme O(log(k)) -approché pour
PMCM, ou k est le nombre de flots. Pour obtenir ce résultat remarquable,
les auteurs utilisent une relaxation du programme linéaire PMFEM. En ré-
solvant le dual de ce programme linéaire, ils définissent un graphe avec des
distances sur les arétes. Ensuite, en utilisant les conditions des écarts com-
plémentaires et en commencant par chaque sommet terminal, ils construisent
plusieurs coupes (de valeurs suffisamment petites) séparant le sommet ini-
tialement choisi du terminal lui correspondant. Finalement, ils obtiennent
une multicoupe admissible en considérant 'union de toutes ces coupes. De
plus, ils prouvent que I’analyse du pire cas est fine (un exemple atteignant
la borne est donné).

Les deux problemes semblent encore plus difficiles dans les graphes orien-
tés. Pour PMCM , Cheriyan, Karloff et Rabani [4] ont prouvé qu’il existe
un algorithme polynomial pour trouver une multicoupe dont la valeur C
satisfait la relation suivante : C' < 108F*3, avec F* la valeur d’un mul-
tiflot maximal. Ils ont également prouvé que l'on peut trouver en temps
polynomial une multicoupe dont la valeur satisfait la relation suivante :
C < 39In(k + 1)F*2. Ces résultats sont & comparer avec ceux obtenus dans
les graphes non orientés : C' = O (F*log (F™)).
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6 Résolution du probleme de la multicoupe dans
un graphe quelconque

Dans un premier temps, nous nous sommes attachés a étudier le probleme

de la multicoupe dans le cas d’un graphe non orienté quelconque. Le but

recherché était de tester I'efficacité de plusieurs modélisations dans le cadre
d’une résolution pratique du probleme.

6.1 Ecriture et étude d’une nouvelle modélisation

6.1.1 Une premiére modélisation

Nous avons donné précédemment une premiere formulation mathéma-
tique pour le probleme de la multicoupe :

( .
Min E CeZe

ecE

(PL2){ scc. D z>1 Vie{l,... .M}

ecy;

ze €{0,1} Vee F

Rappelons que z, est la variable de décision booléenne qui vaut 1 lorsque
I'aréte e est dans la coupe, et M est le nombre total de chaines élémentaires
reliant s1 a t1,...,5; a tg.

Cette modélisation contient m variables (une par aréte) et M contraintes.
Ainsi, elle est assez adaptée quand le nombre de chalnes entre deux sommets
s; et t; est faible. C’est le cas notamment pour les arbres et les anneaux, ou
le nombre de chaines reliant deux sommets est respectivement égal a 1 et 2.
Malheureusement, dans le cas général, le nombre M de chaines peut devenir
exponentiel vis-a-vis de la taille du graphe. Il nous faut donc envisager une
autre formulation afin de modéliser puis de résoudre le probleme pour un
graphe quelconque.

L’idée fondamentale de la nouvelle modélisation envisagée est 1’étique-
tage des sommets du graphe. Pour chaque paire (s;,t;), nous définissons un
ensemble de variable y;(u)Vu € V. Ensuite, nous imposons la valeur de ces
variables pour les sommets terminaux :
yj(sj) = 1 et y;(t;) = 0.

Une aréte (uv) sera considérée dans la coupe si :
3j tel que (yj(u) =1 et y;(v) =0) ou (yj(u) =0 et y;(v) =1)
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6.1 Ecriture et étude d’une nouvelle modélisation 14

La résolution du programme mathématique consiste donc a affecter les va-
leurs y;(u) (Vj € {1...k}, Yu € V, u # s;,t;) de facon & minimiser la
somme des poids des arétes retenues dans la coupe.

Soit la variable de décision z(u,v), définie pour toute aréte (u,v) € E.

Cette variable vaut 1 lorsque l'aréte (u,v) appartient a la coupe et 0 sinon.
Nous obtenons la formulation mathématique suivante :

Min Z c(u,v)z(u,v)

(uw)e
s, yi(s;) =1 Vie{l.. .k} (1)

yj(t;) =0 vjie{l.. .k} (2)

Modele 1 2(u,0) > y;(u)(1 — y;(v)) V(w) € E\Vje{l.. .k} (3)

H(,0) 2 45(0)(1 - () V() € BV € {1k} (4)
z(u,v) € {0,1} V(ww) € E (5)

yj(u) € {0,1} Vie{l...k},YueV (6)

\

Proposition 2. Toute solution admissible du modéle 1 correspond a une
multicoupe valide pour l’instance considérée.

Démonstration. Pour montrer cette propriété, il suffit de montrer que toute
chaine reliant deux terminaux d’une méme paire posseéde au moins une aréte
de la coupe.

Soit j € {1,...,k} et P = (sj,...,t;) une chaine élémentaire reliant s; a
tj. Du fait des contraintes (1) et (2), nous avons y;(s;) = 1 et y;(t;) = 0.
Il existe donc nécessairement au moins deux sommets consécutifs v et v sur
la chaine P tel que y;(u) = 1 et y;j(v) = 0. L’aréte (uv) appartient donc a
la coupe ce qui implique z(u,v) = 1 de par la contrainte (3). La chaine P

possede donc au moins une aréte de la coupe.
O

6.1.2 Linéarisation du modele 1 pour son utilisation pratique

Pour l'instant, cette modélisation n’est pas directement utilisable pour
résoudre en pratique des instances de multicoupe. En effet, si, par rapport
au modele aréte-chaine, le nombre de contraintes et de variables est devenu
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raisonnable, nous sommes confrontés a des contraintes quadratiques. Une
premiere idée serait d’utiliser une linéarisation "classique” : on introduit de
nouvelles variables a;(u, v) qui se substituent aux produits y;(u).y;(v) et on
ajoute également les contraintes (dites "de linéarisation”) a;(u,v) —y;(u) —
yi(v)+1 >0, aj(u,v) <yj(u) et aj(u,v) < y;(v). Cette linéarisation a l'in-
convénient de rajouter un nombre de contraintes et de variables important
et est, le plus souvent, peu efficace en pratique.

Afin de trouver une meilleure modélisation, nous allons utiliser la pro-
priété suivante :

Proposition 3. Les contraintes (3) et (4) du modéle 1 sont équivalentes a
la contrainte suivante :
2, )  ys () — 4;(0)] ¥(wo) € B,V € {1...k}

Cette propriété se démontre aisément en énumérant les quatre valeurs
que peut prendre le couple (y;(u),y;(v)). Il est cependant important de noter
que ’équivalence est vérifiée uniquement lorsque les variables sont binaires.
Ce n’est plus le cas en continu.

Nous allons linéariser I'expression z(u, v) > |y;(u)—y;(v)| a’aide de deux
contraintes linéaires sans avoir besoin d’introduire de nouvelles variables.

Proposition 4.
V(uv) € B,Vj € {1...k} 2(u,0) > |y;(u)—y;(v)] <= { A, 0) f valu) ~ 43(0)

A partir des nouvelles contraintes obtenues, nous pouvons donc construire
une autre modélisation sous la forme d’un programme mathématique linéaire
en nombres entiers possédant autant de variables et de contraintes que le
modele 1 :
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(u0)eE
se. yi(s) =1 Vie{l...k} (1)

y;(tj) =0 Vie{l...k} (2)

Modle 15, 2(uv) > i) —y;(v) Y(w) € E\Vje {1...k} (7)

z2(u,v) > y;(v) —yj(u) V(uw) € E,Vje{l...k} (8)
z(u,v) € {0,1} V(w) € E (5)

yj(u) € {0,1} Vie{l...k},YueV (6)

\

6.1.3 Propriétés et relaxation continue du modele 1;;,

Contrairement au modele aréte-chaine, le modele 1;;, fait intervenir un
nombre de variables et de contraintes raisonnable. Il est de plus linéaire, ce
qui va nous permettre d’utiliser ce modele pour la résolution du probleme de
la multicoupe a I’aide d’un solveur mathématique de programmation linéaire.

Regardons tout d’abord la taille des instances induites par le modele 1;;,.
Le nombre de variables correspondant aux z(u,v) est égal & m tandis que
I'on a nk variables de type y;(u) ce qui donne en tout m + nk variables.
Du point de vue des contraintes, nous avons k contraintes pour (1) et (2),
ainsi que km contraintes pour (7) et (8). Nous obtenons 2k 4+ 2km contraintes.

Intéressons-nous maintenant a la relaxation continue du modele 1;;,.
Cette relaxation est importante car elle va intervenir tres souvent lors de
la résolution du probléme en nombres entiers. Le ensemble de définition de
chaque variable devient lintervalle [0,1]. Seules les contraintes (5) et (6)
sont modifiées. Nous obtenons alors le modele 1,.;.

Nous pouvons alors nous interroger sur 1'utilité des contraintes de borne
du modele 1,.;. Nous obtenons facilement la propriété suivante :

Proposition 5. Dans le modéle 1,¢, les contraintes de borne sur les va-
riables z(u,v) sont inutiles car leur présence ne modifie jamais la valeur de
la solution optimale. Nous pouvons donc supprimer (5) du modéle 1,;.

Démonstration. En effet, il est facile de voir que la contrainte z(u,v) > 0
est toujours respectée grace aux contraintes (7) et (8).
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De plus, la contrainte z(u,v) < 1 est induite a la fois par les contraintes
(7) et (8), et par la fonction objectif. Les contraintes (7) et (8) ne force-
ront jamais z(u,v) & prendre une valeur strictement supérieure a4 1 puisque
les variables y;(u) appartiennent & l'intervalle [0,1]. Enfin, en raison de la
fonction objectif, nous essayons de choisir les z(u, v) les plus petits possible
puisque les coefficients c(u, v) sont positifs. Il ne sera donc jamais intéressant
de les prendre strictement plus grands que 1.

O

La méme propriété peut étre démontrée pour les variables y;(u) :

Proposition 6. Dans le modéle 1,¢, les contraintes de borne sur les va-
riables yj(u) sont inutiles car leur présence ne modifie jamais la valeur de
la solution optimale. Nous pouvons donc supprimer (6) du modéle 1,¢;.

Démonstration. Pour montrer cette propriété, il faut s’assurer qu’il existe
toujours une solution optimale qui vérifie les contraintes de borne. Nous al-
lons montrer que la contrainte de borne "y;(u) < 1”7 est inutile, le méme
raisonnement pouvant s’appliquer pour la positivité de ces variables.
Du fait des contraintes (7) et (8), et de la fonction objectif, nous savons
que pour la solution optimale : z(u,v) = Mazjcqr,. pylyj(w) — y;(v)|. Sup-
posons qu’une solution optimale possede un ensemble V' de variables y;(u)
de valeur strictement supérieure a 1. Alors, en ramenant tous les éléments
de V simultanément a la valeur 1, nous ne pouvons qu’améliorer la valeur
de la fonction économique. En effet, nous savons de par les contraintes (1)
et (2) qu’il existe des sommets u et des entiers j tels que y;(u) < 1. Ainsi,
en réduisant simultanément la valeur de tous les éléments de V' a 1, nous
allons pouvoir diminuer certaines valeurs des expressions |y;(u) —y;(v)|. Par
exemple, lorsque I'on a v = s; (donc y;(u) = 0) et v tel que y;(v) > 1, il
est possible que ramener y;(v) a la valeur 1 puisse améliorer la valeur de
la fonction objectif. Ainsi il existe bien une solution optimale qui vérifie les
contraintes de borne pour les y;(u).

O

6.1.4 Dual du modele 1,

Nous avons constaté précédemment la dualité entre les modeles (PL1)
et (PL2). Nous allons donc étudier le dual du modele 1,¢; en essayant de le
relier & un probléeme de multiflot.

Nous allons repartir du modele 1,.; et ne laisser, comme contraintes de
borne, que celles de positivité sur z(u,v). Méme si nous avons vu dans le
paragraphe précédent qu’elles n’étaient pas indispensables, cela va nous per-
mettre d’'interpréter plus facilement le programme dual obtenu.

Rapport de stage final Nicolas Derhy



6.1 Ecriture et étude d’une nouvelle modélisation 18

Aux contraintes (1), (2), (7), (8) du modele 1,;, nous allons faire corres-
pondre, respectivement, les variables o, 3;, II;(u, v), IL;(v, u) :

yi(s;) =1 —> «;(non contraint en signe)
yi(t;) =0 = [(j(non contraint en signe)
z(u,v) —y;(u) +yj(v) >0 = I;(u,v) >0
z(u,v) —y;(v) +yj(u) >0 = Ij(v,u) >0

Pour tout w € V, définissons I'(u) comme I'ensemble des sommets voisins
de u dans G.
Nous obtenons alors le dual suivant :

k
Max Zaj
j=1
k
s.c Z(Hj(u,v) + 11 (v, u)) < e(u,v) Y(uww) € E
j=1
(=11 (u,v) + IIj(v,u)) =0 Vje{l,....k},Yue V,u#sj,t;
vel (u)
Duall
(—TLj(s5,v) + (v, 85)) + aj =0 Vje{l,....k}
vel'(s))
> (CT(ty,0) + (v, ) + 83 =0 Vi€ {1,....k}
’UEF(tj
IT(u,v) >0 Vi e{l,....k}V(w) € E
IL;(v,u) >0 Vied{l,...,k},Y(uw) € E

On peut remarquer que la variable §; joue le role d'une variable d’écart
puisqu’elle n’intervient que dans (12). Puisque (; n’est pas contrainte en
signe, la contrainte (12) devient inutile puisque, quelles que soient les va-
leurs des IL;(u,v), la variable 3; permettra de ne pas violer la contrainte.

Apres suppression de la contrainte (12) et des variables (3;, et réorganisation
de certaines contraintes par des transpositions simples, nous obtenons :

Rapport de stage final Nicolas Derhy

(10)

(11)



6.1 Ecriture et étude d’une nouvelle modélisation 19

( k
Max Z Q;
j=1

k
s.c Z(Hj(u,v) +1I;(v,u)) < c(u,v) V(ww) € E
j=1
II(u,v) = Z I1; (v, u) Vie{l,...,k},Yue V,u#sj,t;
Dual2 vel (u) vel (u)

aj+ > M(v,s;)= Y Mj(sj0) Vjef{l,... k}

A partir de Dual2, nous reconnaissons le programme d’un multiflot pour
un graphe non orienté :

— la variable II;(u, v) peut étre vue comme le j-eme flot routé de u a v
sur aréte (uv).

— o représente le flot routé entre s; et t;.

— la contrainte (9) correspond & une contrainte de capacité pour l'aréte
(uv).

— les contraintes (15) et (16) correspondent a la conservation du flot en
chaque sommet.

6.1.5 Remarques sur le programme de multiflot obtenu

Il est & noter que nous n’avons aucune contrainte de positivité sur les
a;. Ces variables sont liées a la contrainte "y;(s;) = 1”7 du primal. Or, le fait
ubstituer "y.(s;) > 3 ntrainte ne dénatur robléem
de substituer 7y;(s;) > 1”7 a cette contrainte ne dénature pas le probleme
primal. En effet, par un raisonnement similaire & celui concernant les bornes
mémes vari vari i(s;) seront é J ur ution

de ces mémes variables, les variables y;(s;) seront égales a 1 pour la solutio

optimale.

D’autre part, nous obtenons, avec Dual2, une formulation du probleme
de multiflot équivalente a celle proposée par Garg, Vazirani et Yannakakis
dans [10]. IlIs exposent dans cet article une formulation de la multicoupe
obtenue en dualisant leur modeéle de multiflot. Ce dernier est équivalent au
modele 1;;, et il a 'avantage de pouvoir étre interprété beaucoup plus sim-
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vel(sj) vel(s;)
IT;(u,v) >0 Vie{l,...,k},Y(uw) € E
I (v,u) >0 Vie{l,...,k},Y(w) € E

(9)

(15)

(16)

(13)

(14)
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plement.

Apres avoir analysé le modele 15,, nous allons maintenant tester son
efficacité dans la résolution d’instances de multicoupe dans un graphe quel-
conque.

6.2 Quelques résultats numériques
6.2.1 Procédure de tests

La machine de test est un pentium IV récent possédant 1 Go de mémoire

vive. Le solveur mathématique utilisé est le logiciel CPLEX en version 9.0.
Celui-ci permet de résoudre des problémes linéaires en nombres entiers de
taille importante, en utilisant des techniques de "Branch and Bound” et de
”Branch and Cut”. Il semble donc adapté pour la résolution du probleme de
la multicoupe.
Les tests vont consister a produire un certain nombre d’instances de multi-
coupe puis de les résoudre a 'aide de CPLEX. Afin de générer des graphes,
nous utilisons le logiciel Rudy. Une fois les graphes créés, il suffit de placer
aléatoirement le nombre de sources et de puits souhaités, d’écrire le pro-
gramme linéaire associé et de le résoudre par CPLEX.

Il est a noter cependant que la méthode va nous permettre de consta-
ter un comportement moyen de la résolution du probleme de la multicoupe.
Nous ne sommes malheureusement pas a ’abri de l'existence de quelques
instances beaucoup plus difficiles. C’est I'inconvénient majeur de ce type de
tests ot 'on peut ignorer des instances beaucoup plus dures tout en consta-
tant un comportement moyen excellent.

6.2.2 Résultats et analyse des premiers tests

Tout d’abord, notons que le nombre m d’arétes est de l'ordre de n?,
car un graphe complet de n sommets contient exactement @ arétes. De
plus, k est borné par le nombre de paires de sommets du graphe qui est
égal a % Au cours des différents tests, nous générerons principalement
des graphes assez denses (entre 60% et 90%), et le nombre k de paires de
terminaux restera tres faible par rapport a @

A titre d’exemple concernant la taille des instances résolues par CPLEX,
pour un graphe a 60 sommets, une densité de 78% et 18 paires de termi-
naux, le nombre de variables et de contraintes est respectivement égal a 2461
et 49752. Méme pour des graphes de taille réduite et pour k petit, ce sont

donc des instances relativement importantes que CPLEX est amené a traiter.

Les résultats obtenus par CPLEX sont tres satisfaisants. Le premier test
a généré 1120 instances de multicoupe. Le nombre de sommets des graphes
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était choisi aléatoirement entre 20 et 90, la densité entre 60% et 90% et k
entre 5 et 20 (cf. Annexel). Enfin, les poids des arétes sont des entiers choi-
sis aléatoirement entre 1 et 100. Seules 52 sur 1120 instances ont nécessité
plus de deux minutes pour la résolution en nombres entiers et seulement 8
d’entre elles ont nécessité un temps de calcul supérieur a 17 minutes.

Nous remarquons également que le nombre de noeuds développés dans
I’algorithme de "Branch and Cut” reste relativement faible puisqu’il atteint
190 noeuds pour des problemes a plusieurs milliers de variables. Enfin,
CPLEX ajoute un certain nombre de coupes automatiquement au fur et a
mesure qu’il développe I’arbre de recherche. Nous avons laissé ce parametre
a sa valeur par défaut (ajout de 4 coupes en moyenne) pour ce premier test.
Apres coup, nous avons tenté de jouer sur ce parametre ainsi que sur la
méthode employée pour résoudre les relaxations continues. Certaines amé-
liorations ont été constatées globalement, principalement lors de I'utilisation
d’une méthode de type "point intérieur” pour la résolution des problemes re-
lachés (cf. Annexe 2 pour le tableau des résultats sur les instances du premier
jeu de test en utilisant une méthode de point intérieur).

6.2.3 De 'importance du saut d’intégrité

L’une des informations les plus intéressantes concerne la valeur des sauts
d’intégrité. Nous désignons par saut d’intégrité ’écart existant entre la va-
leur de la solution de la relaxation continue (modele 1,;) et la valeur de la
solution en nombres entiers (modele 1;;,). Si la valeur du saut d’intégrité
est petite, cela nous indique que la borne calculée par la relaxation continue
est tres bonne, puisque trés proche de la valeur de la solution en nombres
entiers. Bien souvent, l'efficacité de la résolution est tres fortement liée a la
qualité des bornes.

Nous constatons que sur ’ensemble des instances de I’Annexe 1, les sauts
d’intégrité sont relativement faibles, puisqu’ils n’excedent jamais les 9%. A
titre de comparaison, nous connaissons des instances tres particulieres ou le
saut d’intégrité est bien plus élevé.

Un exemple de coupe multiterminale (donc de multicoupe) sur un arbre, ou
le saut d’intégrité atteint 25%, est donné en figure 2.

La valeur de la multicoupe est égale a 2 car il nous faut couper deux des
trois arétes de ’arbre afin de déconnecter toutes les paires. La relaxation
continue donne une valeur de 1,5 ol les trois arétes sont coupées "a moitié”
(i.e. z(u,v) =0,5). La valeur du saut d’intégrité est donc égale a 25%.

Il est a noter que nous pouvons obtenir un saut d’intégrité aussi proche
que 'on veut de 50%. En effet, il suffit de considérer des instances de coupe
multiterminale similaires a la précédente mais de taille supérieure. Le graphe
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l\é)

Sl SZ tl S3. t2 t3

F1G. 2 — Exemple ot le saut d’intégrité atteint 25%.

est une étoile de n + 1 sommets, I’ensemble des terminaux est composé des
extrémités de 1’étoile et les arétes sont toutes valuées par 1. Il faut alors
couper n— 1 arétes pour déconnecter tous les terminaux entre eux. La valeur
de la solution optimale du probleme relaché est égale a 7, toutes les arétes

étant coupées ”a moitié”. Nous obtenons un saut d’intégrité de 1 — ﬁ

qui tend vers % quand n tend vers l'infini.

Cependant, CPLEX résout tres facilement ces instances particulieres. En
effet, il réalise un pré-traitement important qui lui permet de trouver la
multicoupe a la racine de ’arbre de recherche du ”"Branch and Cut”.

6.2.4 Facteurs de complexité du probléme

Nous nous apercevons que les premiers tests semblent assez prometteurs
puisque, bien que le probleme soit NP-difficile, sa résolution en pratique pa-
rait tres efficace.

Nous allons donc réaliser une deuxieme batterie de tests pour comprendre

I’évolution de la complexité en fonction de la valeur de k et de la taille des
graphes. Pour l'instant, k était compris entre 5 et 20, ce qui demeure rela-
tivement faible du fait de la taille importante des graphes considérés. Nous
allons donc augmenter sensiblement le nombre de paires de terminaux et
diminuer, dans le méme temps, la taille des graphes.
Le second test génere des graphes dont le nombre de sommets est compris
entre 15 et 50. k est choisi entre 15 et 30 et la densité entre 65% et 85%.
De plus les poids des arétes sont maintenant déterminés aléatoirement dans
I'intervalle [1,1000]. Enfin, nous limitons le temps de résolution a 32000 se-
condes afin de ne pas rester bloqué sur une instance en particulier.
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Sur les 500 instances générées, 148, soit environ 30%, ont nécessité plus

de deux minutes de temps de résolution. Nous mettons en Annexe 3 une par-
tie des résultats de ce jeu de tests. Nous y constatons que le temps de calcul
a fortement augmenté. Ainsi, la résolution de certaines instances a méme
été arrétée apres avoir atteint la limite fixée de 32000 secondes. De plus,
l’augmentation est encore plus importante pour le nombre de noeuds déve-
loppés par CPLEX. Certaines instances ont ainsi nécessité le développement
de plusieurs milliers de noeuds dans ’arbre de recherche. Enfin, au niveau
des sauts d’intégrité, nous constatons une légere augmentation. Cependant,
celle-ci reste faible en comparaison de celle liée au nombre de noeuds déve-
loppés et au temps de résolution.
Il semble que ces résultats peuvent, en partie, s’expliquer par le fait que le
nombre de paires de terminaux est toujours relativement faible par rapport
a la taille des graphes. Lorsque k est petit, cela a pour effet d’isoler un cer-
tain nombre de sommets terminaux, pour une ou plusieurs paires, du reste
du graphe.

Finalement, malgré le fait que le probleme de la multicoupe est NP-
difficile, sa résolution exacte sur des instances quelconques semblent donner
d’excellents résultats. Je mentionnerai cependant deux inconvénients impor-
tants :

— Il existe une forte dépendance entre la difficulté de résolution et la va-
leur de k. Ainsi, il est possible de résoudre assez rapidement la plupart
des instances pour k£ < 20, et ce méme pour des graphes possédant une
centaine de sommets. A l'inverse, lorsque k devient plus important, la
résolution devient parfois tres difficile méme pour des graphes de taille
réduite.

— Nous n’avons rencontré que des instances ou le saut d’intégrité demeu-
rait relativement faible. Cependant, nous avons montré que le saut
d’intégrité pouvait atteindre 50%. Il n’est donc pas totalement impro-
bable qu’il existe certaines instances de multicoupe tres particulieres
bien plus difficiles et qui ne soient pas apparues lors des différents tests.

6.3 D’autres modélisations envisagées
6.3.1 Quelques variations autour du modéele 1;;,

Nous avons travaillé précédemment sur le modele 1;;,. Celui-ci consistait
a étiqueter les sommets : en posant y;(s;) =1 et y;(t;) = 0, nous étions as-
surés que, sur toute chaine reliant s; a ¢;, au moins une aréte (uv) vérifiait
la relation |y;(u) — yj(v)| = 1. Lorsque c¢’était le cas, nous coupions 'aréte.
Nous aurions pu alors penser que les variables y;(u) pouvaient étre interpré-
tées de la maniere suivante :
yj(u) =1 <= le sommet u est relié a s; dans la coupe obtenue.
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Malheureusement, la plupart du temps, cette propriété ne se vérifie pas pour
la solution optimale obtenue.

Par exemple, sur la figure 3, une solution optimale est la suivante : (chaque
triplet pour un sommet u correspond aux valeurs de (y;(u), y2(u), ys(u))
— pour le sommet a : (1, 1, 0)
— pour le sommet b : (1, 0, 0)
— pour le sommet ¢ : (0, 0, 1)
— pour le sommet d : (1, 0, 0)
Cette solution est admissible pour l'instance considérée et donne une va-
leur objectif égale & 2 obtenue en coupant (ab) et (bc). Il est & noter que
y1(b) = y1(d) = 1 alors qu’apres suppression des arétes de la coupe, ni b, ni
d ne sont reliés a s7.

Cependant, a partir de cette idée, nous allons tenter d’établir un nou-
veau modele, proche du modele 1;;,. Pour cela, nous allons commencer par
établir quelques propriétés concernant les multicoupes.

Proposition 7. Dans une multicoupe optimale, tout sommet u n’est pas
nécessairement relié au puits ou la source de chaque paire de terminaux.
Ainsi il est possible qu’il existe j tel qu’un sommet u ne soit relié ni a s, ni
atj.

Pour prouver une telle propriété, il suffit d’exhiber un exemple particulier
d’instance de multicoupe :

81 82
(DD

10

O

Fi1c. 3 — Exemple ou le sommet b n’est relié ni a s, ni a ¢;.

Ici, la multicoupe minimale est obtenue en supprimant les arétes (ab) et
(bc). Le sommet b n’est alors relié ni a si, ni a t;.

Proposition 8. Dans une multicoupe optimale, tout sommet u est relié a
au, moins l'un des terminaux.
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Démonstration. Démontrons ce résultat par I’absurde.
Soit G’ le graphe obtenu en supprimant de G les arétes de la multicoupe
optimale. Appelons P la composante connexe de G’ contenant le sommet
u. Puisque u n’est relié a aucun terminal, il en est de méme pour tous
les sommets de P. De plus, le graphe d’origine étant connexe, on peut donc
supprimer une aréte de la multicoupe qui reliait P a une autre partie connexe
de G’ contenant un ou des terminaux. Ainsi, le fait de supprimer cette aréte
de la multicoupe (donc de I'ajouter au graphe G’), nous permet d’améliorer
la valeur de la fonction objectif tout en gardant une multicoupe admissible.
O

Proposition 9. Pour tout j € {1,...,k}, pour tout u € V,u # s; (respec-
tivement t;), si aucun voisin de u dans le graphe privé des arétes coupées,
n'est relié a sj (resp. tj) alors u n’est pas relié a s; (resp. t;).

Cette propriété est évidente car s’il existe une chaine reliant u a s;, elle
passe nécessairement par I’'un des voisins de u.

A partir des trois propriétés énoncées ci-dessus et en reprenant le modele
14in, nous obtenons le modele 2. Nous allons réutiliser des variables z(u,v)
qui indiqueront si aréte (uv) est dans la coupe. De plus, nous allons utiliser
des variables y;(u) et y(u), indiquant si le sommet u est relié ou non au
sommet s; (resp. t;) :
yj(u) =1 <= le sommet u est relié a s;.

y;(u) = 1 <= le sommet u est relié a ;.
z(u,v) = 1 <= laréte (uv) appartient a la coupe.
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Min c(u, v)2(u, )
(uv)eE
s.e. yi(s;) =1 vie{l.. .k}
yi(t;) =1 Vie{l.. .k}
yj(u) + yi(u) <1 Vie{l...k},2YueV
i(yj(U) +y;(u) > 1 VueV
=
3 )yj(u)zyj(u) Vie{l...k}l,\Yue V,u#s;
DY) = yj(w) Vi€ {l...k},Yu € V,u#t;
Modele 2 ver)
2(u,v) > y;(u) — y;(v) Y(uw) € B,¥j € {1...k}
2(u,v) > y;(v) — y;(u) Y(uw) € B,¥j € {1...k}
2(u,0) > 3/ (u) — y(v) Y(uw) € B,¥j € {1...k}
2(u,v) > 3/ (v) — y(u) Y(uw) € B,¥j € {1...k}
z(u,v) > yj(u) +yj(v) =1 V(w) € E,Vj e {l...k}
z(u,v) > yi(v) +yj(u) =1 Y(uww) € E,Vj e {1...k}
2(u,v) € {0,1} V(uw) € E
y;(u) € {0,1} Vie{l...k},YueV
\ yi(u) € {0,1} Vie{l...k},YueV

Les contraintes (1) et (17) indiquent que les sources et les puits sont "reliés
a eux-meémes”.

La contrainte (18) correspond au fait qu’un sommet ne peut étre relié a
la fois & sj et a t; (Vj € {1,...,k}) car, si c’était le cas, la multicoupe ne
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serait plus valide.

La contrainte (19) est liée a la propriété 8 indiquant qu'un sommet est
toujours relié & au moins un terminal.

Les contraintes (20) et (21) sont en relation avec la propriété 9. Ainsi, si
tous les voisins d’'un sommet ne sont pas reliés a un certain terminal, il en
est de méme pour le sommet considéré.

Les contraintes (7) et (8) indiquent qu’'une aréte doit étre placée dans la
multicoupe si I'une de ses extrémités est reliée a s; et pas 'autre.

Les contraintes (22) et (23) indiquent qu’'une aréte doit étre placée dans
la multicoupe si I'une de ses extrémités est reliée a t; et pas 'autre.

Les contraintes (24) et (25) indiquent qu’'une aréte doit étre placée dans
la multicoupe si 'une de ses extrémités est reliée a s; et I'autre a ;.

6.3.2 Validité du modele 2
Proposition 10. Le modéle 2 est une formulation de PMCM.

Il s’agit ici de valider le modele 2. En effet, il nous faut prouver que nous
allons bien obtenir, grace a cette modélisation, une multicoupe minimale.
Pour cela, nous allons montrer I’égalité des valeurs des solutions optimales
du modele 1, et du modele 2 par I'intermédiaire de deux lemmes. Soit une
instance quelconque de multicoupe. Appelons Cp la valeur de la solution
optimale obtenue avec le modele 15, et Cy celle obtenue avec le modele 2.

Lemme 1. Le modéle 2 est une version “sur-contrainte” du modéle 1y;,.

Démonstration. Nous pouvons retrouver les contraintes du modele 1;;, a
partir de celles du modele 2 : soit j € {1,...,k}

(17) = yj(t;) =1

(18) —> (£, + y}(tj) <1 } = y;(t;) = 0 = contrainte (2) du modele 1y,

Les contraintes (1), (7), (8), (5) et (6) se retrouvent a la fois dans le modele
14, et le modele 2. De plus nous venons de montrer que ’on pouvait déduire
du modele 2 la contrainte (2) du modeéle 1;;,. Enfin, les modeles 1;;, et 2 ont
méme fonction objectif, ce qui démontre le lemme.
Nous déduisons de ce premier lemme que Co > Cf.
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Lemme 2. A partir de la solution optimale obtenue avec le modéle 1;,, nous
pouvons construire une solution admissible de méme valeur pour le modéle
2.

Démonstration. Nous conservons les variables y;(u) et z(u,v) obtenues avec

le modele 1;,. Nous construisons les variables yé- (u) a partir des variables

yj(u) :

Vie{l...kh,Vu eV y;(u) =1—y;(u)

Il est facile de voir que la solution obtenue vérifie bien toutes les contraintes

du modele 2. De plus nous obtenons, comme valeur objectif, la valeur opti-

male calculée avec le modele 1;;,.

Nous déduisons de ce deuxieme lemme que 1'on a nécessairement Co < Cf.
O

Nous venons de montrer que le modele 2 donnait comme solution une
multicoupe valide. De plus, nous savons maintenant que la valeur optimale
obtenue avec ce modele est égale a celle obtenue avec le modele 1, car
C1 = Cs.

Cela nous assure que la résolution du modéele 2 donne une solution
optimale de l’instance de multicoupe considérée.

6.3.3 Analyse des contraintes du modele 2

Puisque nous venons de montrer la validité du modele 2, nous allons
pouvoir étudier ses contraintes, notamment celles n’apparaissant pas dans
le modele 1j;,.

Proposition 11. Les contraintes (24) et (25) sont inutiles.

Démonstration. En effet, la contrainte (25) peut se déduire des contraintes
(18) et (8). En réorganisant inégalité (18), nous obtenons : —y;(u) > —1+
y;(u).
() = 20) 2 1l0) —y(0) = 5(00) 2 (0)+ (1 +5(0)
(8) = z(u,v) > y;(v) —i—y] (u) — 1 =(25)
On obtient la contrainte (24) de manieére similaire a 1'aide de (18) et (7).

O

Il est & noter que ce résultat reste valable lorsque I’ensemble de définition
des variables devient l'intervalle [0,1]. Nous pourrons donc supprimer (24)
t (25) de la relaxation continue du modele 2.
Nous appelons, par la suite, modele 2’ le modele obtenu en supprimant les
contraintes (24) et (25).

Proposition 12. La présence des contraintes (22) et (23) ne modifie jamais
la valeur de la solution optimale du modele 2.
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Cette proposition découle du lemme 1 montré précédemment. En effet,
en supprimant ces contraintes, nous conservons un modele "sur-contraint”
du modele 1;;,. Les solutions obtenues sont donc toujours des multicoupes.

Il serait intéressant de s’intéresser aux conséquences induites par les
contraintes (19), (20) et (21). Ces contraintes ont été ajoutées dans l'es-
poir de diminuer le saut d’intégrité. Nous pouvons déja remarquer que ces
inégalités permettent de diminuer le nombre de solutions admissibles. Par
exemple, la multicoupe consistant a supprimer toutes les arétes du graphes
peut ne plus demeurer une solution admissible pour le modele 2°. En effet
cette solution risque de violer la contrainte (19) qui indique que tout sommet
du graphe doit étre relié & au moins un terminal.

Nous allons maintenant montrer que les contraintes (19), (20) et (21) ne
permettent malheureusement pas de diminuer le saut d’intégrité.
Nous appelons modele 2,.; la relaxation continue du modele 2’.

Proposition 13. Le fait de supprimer les contraintes (20) et (21) ne modifie
jamais la valeur du saut d’intégrité.

Démonstration. Nous allons montrer cette propriété pour la contrainte (20),
le raisonnement restant similaire pour (21).
Appelons modele 3,..; le modele 2, dans lequel on a supprimé la contrainte
(20). Soit une solution optimale du modele 3,..; ne vérifiant pas la contrainte
(20). Nous allons montrer qu’il existe forcément une autre solution de méme
valeur vérifiant cette contrainte.
Soit un entier j dans {1,...,k} et soit un sommet u (u # s;) tel que

Z y;(v) < y;(u). Alors, en posant y;(u) = Mazyer{y;(v)}, nous obte-
vel'(u)
nons une nouvelle solution qui est admissible pour le modele 2,.; et qui ne
détériore pas la valeur de la fonction objectif.

O

Il est & noter que la contrainte (20) est en fait une version moins forte
de la contrainte :
y](u> < Maxvef‘(u){yj(v)}
Malheureusement, en appliquant le méme raisonnement a cette contrainte
que celui utilisé dans la proposition précédente, nous aboutissons au méme
résultat sur la non-modification du saut d’intégrité.

Proposition 14. Le fait de supprimer la contrainte (19) du modéle 2’ ne
modifie jamais la valeur du saut d’intégrité.

Démonstration. Pour montrer cette propriété, nous allons montrer que la
solution du modele 1, permet d’obtenir une solution de méme valeur pour
le modele 2,.;.
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Soit une solution du modele 1,.;. Nous construisons des variables y;(u) de
la maniere suivante :
Vie{l...k},\Yu eV yi(u) =1~ y;(u)
Nous venons donc de trouver une solution admissible du modele 2,.;. Cette
solution est nécessairement optimale puisque le modele 2,.; est un modele
”sur-contraint” du modele 1,.;. De plus, cette solution vérifie, par construc-
tion, la contrainte (19) du modele 2’. Puisque les valeurs des solutions des
modeles 1, et 2, coincident, le saut d’intégrité n’est pas modifié par la
présence de la contrainte (19).

O

6.3.4 Quelques résultats numériques sur la nouvelle modélisation

La procédure de test a consisté a reprendre les instances les plus difficiles
obtenues lors des premiers jeux de tests. Pour modéliser le probleme, nous
avons utilisé le modele 2 dans lequel nous avons supprimé les quatre der-
niers jeux de contraintes (i.e. (22), (23), (24) et (25)). Nous avons cependant
laissé les contraintes (19), (20) et (21) afin de constater si ces contraintes sup-
plémentaires, qui permettent uniquement de diminuer la taille de la région
admissible, ont une influence sur la résolution du probleme. Nous appelle-
rons le modele employé 24¢4¢
Il est tout d’abord important de noter que les instances fournies & CPLEX
sont de taille plus importante en raison d’un plus grand nombre de variables
et de contraintes :

Nombre de variables Nombres de contraintes
Modele 1, m + nk 2k + 2km
Modele 2¢cst m + 2nk 2k +kn+n+2k(n— 1)+ 2km
Différence nk kn+n+2k(n —1)

Un petit exemple numérique permet de se rendre compte de ’écart de
taille entre les deux modeles :
Pour un graphe de 65 sommets, 1414 arétes (i.e. une densité de 68%) et 19
paires de terminaux, nous obtenons :

— 2649 variables et 53770 contraintes pour le modele 1,

— 3884 variables et 57502 contraintes pour le modele 2.4

Nous donnons en Annexe 4, les résultats de la résolution des instances
de ’Annexe 1 en utilisant la nouvelle modélisation.
Comme nous ’avons montré précédemment, nous constatons que les sauts
d’intégrité ne sont pas modifiés par cette nouvelle modélisation. Nous sommes
principalement intéressés par 'influence de la modélisation sur le temps de
résolution nécessaire et sur le nombre de noeuds développés dans 1’arbre
de recherche. Néanmoins, ces tests ne nous permettent que de réaliser un
comparatif moyen entre les deux modeles utilisés. Ainsi, nous constatons
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que le modele 1j;, semble étre globalement le plus performant puisqu’envi-
ron 75% des instances sont résolues plus rapidement qu’avec le modele 2.
Cependant, un nombre non négligeable d’instances a pu étre résolu plus ra-
pidement avec le second modele.

11 est difficile de fournir une explication a ce phénomene. Ces variations sur
les temps de résolution peuvent étre inhérentes a chaque modele, mais il
semble que cela s’explique également par les nombreux traitements annexes
que réalise CPLEX au cours de la résolution. Par exemple, ce dernier, avant
méme de calculer la valeur de la relaxation continue du probleme, effectue un
pré-traitement afin notamment de supprimer des contraintes redondantes.
De plus, durant la résolution en nombres entiers, il utilise un certain nombre
de mécanismes dans l'optique d’améliorer le temps de calcul. Nous avons déja
cité I'exemple de 'ajout de coupes, mais il dispose également de certaines
heuristiques afin de décider sur quelle variable séparer. Malgré cela, nous
pouvons penser que ces résultats donnent une vision globale de 'efficacité
de chacun des deux modeles.

6.3.5 Une modélisation quadratique et ses inconvénients

Nous allons maintenant tenter de modéliser le probleme de la multicoupe
sous forme d’un programme en nombres entiers dont la fonction objectif sera
quadratique et les contraintes linéaires. L’intérét d’une telle formulation est
de pouvoir peut-étre calculer une borne de la solution en nombres entiers
meilleure que celle obtenue a partir de la relaxation continue des modeles li-
néaires. En effet, certains logiciels permettent de résoudre de tels problemes
lorsque la fonction objectif est quadratique convexe. Nous pourrions donc,
apres convexification de la fonction objectif au besoin, utiliser CPLEX afin
de comparer les résultats obtenus avec les modeles précédents. En effet,
méme si nous avons constaté des sauts d’intégrité relativement faibles, il
serait intéressant de pouvoir comparer la borne obtenue avec celle calculée
par relaxation continue des modeles linéaires.

Afin d’établir cette modélisation, nous allons repartir du modele 1. On
peut écrire ce dernier sous forme synthétique de la maniere suivante :
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Min Y e(wv)] max (y;(u)(1—y;(0)) +5(0)(1 = ()
(u,w)EE j={1,....k}

se.  yi(s))=1Vje{l...k}
yj(tj) =0Vje {lk‘}

yj(u) € {0,1} Vj e {1...k},Yu eV

Malheureusement, si la fonction objectif est quadratique, nous avons un
probleme lié au max présent dans cette fonction objectif. Afin de remédier a
cela nous allons inclure dans la fonction objectif le terme : Z?:ﬂyj (u)(1 —
yj(v)) + yj(v)(1 — yj(u)]. Cependant, cette somme peut compter plusieurs
fois une méme aréte si, par exemple, il existe j; et jo tels que :

{ yjr (u) =1 et yj (v) =0

Yja (u) =1et Yj2 (v) =0

Nous allons donc introduire une nouvelle variable n(u,v) qui permettra de
compenser le fait de compter plusieurs fois une méme aréte. Cette variable
sera donc égale a 0 si 'aréte (uv) n’est pas dans la coupe ou p-1 si ’aréte
(uv) a été comptée p fois dans la coupe. Nous allons également ajouter
les variables oj(u,v) qui vont nous servir a calculer les n(u,v).

Nous obtenons la modélisation suivante :

( k
Min Y e(u,0)(Y (g (u) (1 = y;(0) +y5(0)(1 = 5 (w))] —n(u,v))

(u0)eE i=1

s yi(s;) =1 Vie{l,.. .k} (1)
yi(t;) =0 vje{l.. .k} (2)
aj(u, ) < Jy;(u) = y;(v)] V(w) € E,Vje{l...k}  (27)

k
n(u,v) < Zaj(u,v) —ai(u,v) Vie{l,...,k},Y(uw) e E (28)
j=1

yj(u) € {0,1} Vie{l...k},YueV (6)
aj(u,v) € {0,1} Vied{l...k},V(u,v) € E (29)
n(u,v) € N V(u,v) € E (30)
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Le modele obtenu n’est pas directement utilisable du fait de la présence
d’une valeur absolue. Nous allons donc utiliser cette proposition :

Proposition 15.
un) € B € (1. k) aglu0) < )=o) = { Q00N S ) W) +2

Démonstration. Nous pouvons écrire une table de vérité en énumérant toutes
les valeurs que peut prendre le couple (y;(u),y;(v)).
Posons A1 = —y;(u) —y;(v) + 2 et Az = y;(u) + y;(v).

yi(u) | wi(0) [ A | As | Min(Ar, As) | Jy;(u) — yi(v)
0 0 2 0 0 0
0 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 2 0 0

O]

Il est tres important de noter que cette équivalence se conserve unique-
ment lorsque les variables y;(u) sont booléennes. Ce n’est malheureusement
plus le cas lorsqu’elles appartiennent & l'intervalle [0,1].

A Taide de cette derniere propriété, nous obtenons un modele dont les
contraintes sont linéaires. Nous appelons ce modele Modele QUAD.

Nous avons finalement un modele dont la fonction économique est qua-

dratique et les contraintes linéaires. Malheureusement, une bréeve analyse va
nous montrer qu’il n’est pas nécessaire de tester numériquement ce modele.
En effet, le principal attrait d’un modele quadratique était d’espérer calcu-
ler une borne intéressante. Il faut donc nous intéresser au résultat que va
donner la relaxation continue du modele QUAD.
Soit une aréte (uv) dont aucune extrémité n’est un terminal. En posant
Vj e {1...k} y;(u) = y;(v) = 0,5, nous obtenons comme terme dans la
fonction économique : ¢(u,v)[k(0,5)(0,5) — (k(0,5) — 0,5)] ce qui est égal
a c(u,v)[—0,25k + 0,5] qui est un nombre négatif dés que k est plus grand
que 2. Ainsi, la borne obtenue sera trés mauvaise et risque méme d’étre né-
gative. Ce modele ne présente donc que peu d’intérét pour une résolution
pratique du probléeme de la multicoupe puisque sa relaxation continue donne
une borne mauvaise et méme, le plus souvent, négative.

6.4 Conclusion de I’étude de la résolution pratique de PMCM

Nous avons constaté qu’il n’y a pas de modele véritablement "dominant”
puisque, en fonction des instances, certains modeles s’averent plus perfor-
mants que d’autres.
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Nous avons remarqué que, en général, le modele 1j;, est celui qui donnait
les meilleurs résultats. Nous avons par la suite tenté d’enrichir ce modele,
notamment en ajoutant un certain nombre de contraintes, et avons abouti
au modele 2. Néanmoins, les contraintes ajoutées n’ont pas permis de di-
minuer la valeur du saut d’intégrité. Cependant, de par leur présence, ces
contraintes réduisent la taille de la région admissible, ce qui nous permet
d’obtenir, sur certaines instances, un temps de résolution moins important
qu’avec le modele 1j;,.

Nous nous sommes également intéressés a ’écriture d’une modélisation qua-
dratique en espérant pouvoir calculer une meilleure borne, par exemple par
relaxation convexe, que celle obtenue par relaxation continue des modeles
linéaires. Cependant, nous avons montré que la modélisation quadratique
proposée ne permet pas de calculer une borne intéressante.

Du point de vue de la résolution pratique, les résultats sont tres intéres-
sants. Nous avons ainsi constaté que nous résolvions rapidement la plupart
des instances lorsque le nombre de paires de terminaux était inférieur a 20.
Ainsi, méme lorsque le graphe est de taille importante (i.e. une centaine de
sommets), la résolution s’avere assez rapide. L’augmentation du temps de
résolution est donc beaucoup plus fortement liée au nombre de paires de ter-
minaux puisque lors des tests, des instances non résolues en 32000 secondes
sont apparues quand 20 < k < 30.
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7 Le probleme de la multicoupe a cardinalité contrainte

Apres avoir étudié le probleme de la multicoupe avec, pour objectif, la

résolution pratique d’instances de grande taille, nous allons maintenant étu-
dier le probléeme de la multicoupe a cardinalité contrainte.
Nous commencerons par définir ce nouveau probleme et établir quelques
propriétés. Puis, nous I’étudierons dans plusieurs cas particuliers et présen-
terons notamment un algorithme combinatoire pour résoudre ce probleme
lorsque le graphe est une chaine.

7.1 Définition et propriétés du probleme
7.1.1 Définition de p-PMCM

Les données sont les mémes que celles de PMCM, avec, en plus, la don-
née d’un entier p strictement positif.

Définition 3. Le probleme de la multicoupe a cardinalité contrainte consiste
a trouver une multicoupe de poids minimum séparant s1 de ti,..., sp de t,
telle que le nombre d’arétes de la multicoupe soit inférieur ou €gal a p.

Nous appellerons "contrainte de cardinalité” la contrainte forcant le nombre
d’arétes de la multicoupe a étre inférieur a p et noterons p-PMCM ce pro-
bleme.

Il est & noter que, si p est trop petit, il est possible qu’il n’existe au-
cune multicoupe contenant moins de p arétes. Le probleme n’admettra alors
aucune solution admissible. Il nous sera parfois possible de déterminer la
valeur "minimale” que peut prendre p. En effet, en mettant tous les poids du
graphe a 1, nous résolvons 'instance de PMCM ainsi obtenue. La valeur de
la solution optimale nous donne alors la valeur minimum pour p telle que le
probléme ait une solution.

A Tinverse, si p est supérieur au nombre d’arétes contenues dans une multi-
coupe minimum pour PMCM, alors cette solution optimale de PMCM sera
également une solution optimale de p-PMCM.

81 Sy t; t,

Fi1G. 4 — Exemple d’instance de p-PMCM
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Par exemple, sur la figure 4, la valeur d’une solution optimale de PMCM
est égale & 2 et est obtenue en coupant les arétes (ab) et (cd). Si nous
résolvons maintenant 1-PMCM sur ce méme exemple, la valeur de la solution
optimale est égale & 3 et est obtenue en coupant ’aréte (bc). Enfin, si nous
résolvons p-PMCM pour p > 1 alors la solution optimale pour p-PMCM est
la solution optimale de PMCM décrite précédemment, consistant a couper
les arétes (ab) et (cd).

7.1.2 Complexité du probléme

Nous avons vu précédemment que PMCM devenait NP-difficile des que
k > 3 et que pour k = 1, des algorithmes polynomiaux, comme celui de Ford
et Fulkerson, existent et permettent de résoudre tres bien ce probleme.
Il est évident ici que les cas qui étaient NP-difficiles pour PMCM le restent
également pour p-PMCM. Ainsi certains graphes non orientés particuliers
comme les arbres et méme les étoiles avec des poids tous égaux a 1 donnent
des problemes NP-difficiles pour p-PMCM. De plus, méme pour k = 1, p-
PMCM est NP-difficile pour un graphe quelconque ([3]). Nous allons donc
principalement vérifier si certains cas polynémiaux pour PMCM (arbores-
cences, chaines) le restent pour p-PMCM.

7.1.3 Formulation mathématique du probléme et interprétation
du dual

Il serait facile d’adapter les formulations de PMCM présentées dans la
partie précédente en ajoutant la contrainte :

Z z(u,v) <p

(wv)eE

Cependant, nous souhaitons par la suite étudier certains cas polyndémiaux
de PMCM dans lesquels la formulation aréte-chaine est mieux adaptée car
le nombre de chaines entre deux sommets est alors tres faible.

Rappelons que z. est la variable booléenne valant 1 si I’aréte e appartient
a la coupe et 0 sinon.
v; représente une chaine d’une source s; vers son puits ¢; et M est le nombre
total de chaines de s; a tq,..., de s; a t;. Nous obtenons la formulation
suivante :
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( Min Zceze
ecF
s.c. Y zZe>1 Vie{l,...,M} (31)
p-Modele 1 eV

Z Ze <p (32)

eckE

ze €{0,1} Vee E

Nous allons maintenant étudier le dual de la relaxation continue de ce
modele. Pour cela, nous commengons par multiplier par -1 la contrainte (32)
et obtenons (32”). Nous associons ensuite la variable f; a la contrainte (31)
et la variable C' a la contrainte (32’).

Nous obtenons alors le dual suivant :

(

M
Mazx Zfi -pC
i=1
pDual 1y g o S fi<e+C Veek (33)
i/ecy;
O, f e R* Vief{l,...,M} (34)

Nous reconnaissons, dans cette formulation, un probléme proche de celui
du multiflot maximum. Par exemple, si la variable C' est nulle, nous retom-
bons exactement sur le probleme du multiflot maximum.

Nous pouvons alors interpréter C' comme une variable permettant d’aug-
menter les capacités des arétes du graphe :

si les capacités augmentent toutes simultanément de la valeur C', nous "payons”
en contrepartie une pénalité égale a p C.

Ainsi, pour C' fixé, le probleme consiste a résoudre le probleme de mul-
tiflot dans le graphe obtenu en augmentant de C' la capacité de toutes les
arétes.

7.2 Remarques lorsque le graphe est un arbre orienté

Nous allons étudier le cas particulier de p-PMCM ou le graphe G est
un arbre orienté, contrairement au reste du rapport qui traite de graphes
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non orientés. Une multicoupe consiste alors a couper tout chemin reliant
une source a son puits. Nous supposons ainsi qu’il existe toujours un chemin
entre une source et son puits (sinon cette paire de terminaux ne sert a rien
et peut étre supprimée).
La modélisation de p-PMCM vue dans la partie précédente ne change pra-
tiquement pas :

— M est maintenant égal a k puisqu’il existe exactement un chemin entre

une source et son puits.
— v; représente le chemin reliant s; a t;.

Rappelons également la définition et une propriété des matrices totale-
ment unimodulaires :

Définition 4. Une matrice A est dite totalement unimodulaire si et seule-
ment st le déterminant de toutes ses sous-matrices carrées est égal a 0 ou 1
ou -1.

Proposition 16. Soit A une matrice totalement unimodulaire de taille m*n
et soit b € 2.
Alors, les points extrémes du polyédre P = {x | Ax < b} sont entiers.

De plus, Grotschel et al. ([12]) ont montré qu'un programme linéaire en
nombres entiers dont la matrice des contraintes est totalement unimodulaire
peut étre résolu en temps polynomial en utilisant la méthode de ’ellipsoide.

Costa, Létocart et Roupin ont montré dans [5] que la matrice des contraintes
de la formulation arc-chemin de PMCM dans un arbre orienté est totalement
unimodulaire. Ainsi le probleme de la multicoupe sur un arbre orienté (donc
également sur une arborescence) est un probléme polynomial.

Dans ce méme article, ils ont également élaboré un algorithme combinatoire
polynomial permettant de résoudre PMCM et PMFEM dans les arbores-
cences.

Nous allons maintenant étudier brievement la complexité de p-PMCM
en regardant si la matrice des contraintes reste totalement unimodulaire.

Proposition 17. Lorsque le graphe est un arbre orienté, le saut d’intégrité
du p-Modele 1 n’est pas toujours nul.

Démonstration. Nous allons exhiber un exemple d’instance de p-PMCM
dans lequel il existe un saut d’intégrité.

Intéressons-nous a l'instance de 2-PMCM décrite sur la figure 5. Il apparait
évident que la solution de 2-PMCM est obtenue en coupant l’aréte (ab). La
valeur de la solution est alors égale a 5.

La solution de la relaxation continue de 2-PMCM est obtenue en coupant
toutes les arétes ”a moitié” : ainsi, entre chaque source et son puits, la somme
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5

ty t, ts

Fi1G. 5 — Exemple d’instance de p-PMCM avec saut d’intégrité

des arétes coupées est égale a 0,5 + 0,5 = 1, cette solution étant donc ad-
missible pour la relaxation continue. La valeur de cette solution est égale a
w = 4 et le saut d’intégrité alors égal & 20%. O
En conséquence, nous perdons le caractere totalement unimodulaire de
la matrice des contraintes puisque nous venons de trouver une instance ou
le saut d’intégrité était non nul. L’algorithme élaboré par Costa et al. pour
PMCM sur les arborescences ne peut étre facilement adapté a p-PMCM car
il utilisait des propriétés liées a la totale unimodularité de la matrice des
contraintes.
Cependant, il est important de remarquer que ce résultat n’implique pas que
p-PMCM soit NP-difficile sur les arborescences ou sur les arbres orientés, le
probleme restant donc ouvert.

7.3 Etude du probleme sur les chaines

Nous nous intéresserons dans cette partie a I’étude de p-PMCM lorsque
le graphe support G est une chaine.
Nous commencerons par montrer que ce probléeme est polynomial puis nous
élaborerons un algorithme combinatoire polynomial afin de le résoudre.

7.3.1 Un probléme polynomial

Nous allons montrer que le probleme est polynomial en prouvant que
la matrice des contraintes de la formulation aréte-chaine de p-PMCM est
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totalement unimodulaire.

Tout d’abord, commencons par rappeler que PMCM est polynomial dans
les chaines. En effet, on peut passer d’une chaine a un chemin en orientant
toutes les arétes dans le méme sens et en inversant, au besoin, puits et source
d’une méme paire afin que le flot s’écoule de la source au puits. Un chemin
étant une arborescence particuliere, nous en déduisons que PMCM est po-
lynomial dans les chalnes et que sa matrice des contraintes est totalement
unimodulaire.

Proposition 18. La matrice des contraintes du p-Modéle 1 est totalement
unitmodulaire

Démonstration. Nous allons montrer que la matrice des contraintes du p-
Modele 1 est également la matrice des contraintes d’une instance particuliere
du modele aréte-chaine de PMCM.

Commencons par remarquer que la contrainte de cardinalité se traduit au
niveau de la matrice des contraintes par une ligne de 1 puisque toutes les
variables z. y sont présentes avec le coefficient 1.

Nous construisons maintenant une instance de PMCM en gardant le méme
graphe et les mémes flots et en ajoutant un nouveau flot dont la source sg11
est placée a une extrémité de la chaine et le puits {51 a 'autre extrémité.
Ce nouveau flot induit la contrainte suivante :

Z z621<:>22621

eCVL 41 eck

En effet, les arétes présentes sur la chaine (sg41,t511) sont, par construction,
toutes les arétes de la chaine. Cette contrainte se traduit dans la matrice des
contraintes par une ligne de 1 et nous obtenons alors une matrice totalement
unimodulaire des contraintes de PMCM identique a celle obtenue pour p-
PMCM. O

Nous savons dorénavant que ce probleme est polynomial (en le résol-
vant par exemple avec la méthode des ellipsoides). Nous allons maintenant
élaborer un algorithme combinatoire polynomial afin de le résoudre.
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7.3.2 Elaboration d’un algorithme combinatoire polynomial

Nous numérotons les flots fi,...fr en partant de 'extrémité droite de la
chaine.
Nous dirons que deux flots f; et f; s’intersectent s’il existe au moins une
aréte commune aux chaines (s;,t;) et (s;,t;). L'intersection des deux flots
est I’ensemble des arétes communes aux deux chaines.
Si l'intersection est vide alors les deux flots sont dits “disjoints”.
Enfin, appelons Algo; I’algorithme, optimal pour le multiflot entier dans une
chaine, consistant a sélectionner les flots un par un, en partant de I’extrémité
droite de la chaine, et & y router un maximum d’unités ([5]).

De plus, nous travaillerons dorénavant sur des chaines sur lesquelles

paires de terminaux et arétes "inutiles” ont été supprimées :

— Si deux paires {s;,t;} et {s;,t;} sont telles que la chaine de s; a t;
est incluse dans celle de s; a t; alors nous supprimons la paire {s;,;}
puisque le fait de couper la chaine reliant s; a t; coupe également celle
reliant s; a t;.

— Soit deux arétes consécutives par lesquelles passent le méme ensemble
de flots. Nous pouvons alors supprimer l'aréte de plus grand poids.

Nous avons montré précédemment que, lorsque le graphe est une chaine,
le probleme de multicoupe a cardinalité contrainte est un probleme polyno-
mial. Nous allons maintenant élaborer un algorithme polynomial combina-
toire permettant d’éviter de résoudre directement la relaxation continue.

Rappelons la formulation du dual obtenue précédemment et définissons
la fonction ¢ :

k
Mazx Zfi —pC
i=1

$(C)={ sc. > fi<ce+C Ye€E (33)

i/eelli

fi,C eRY (34)

Nous savons que la matrice des contraintes est totalement unimodulaire,
nous pouvons donc remplacer la contrainte (34) par f;,C € N.

Proposition 19. Pour une valeur donnée de C, nous pouvons calculer en
O(nk) la valeur de ¢(C).
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Démonstration. En effet, cela revient a résoudre un probleme de multiflot
entier ou la capacité de chaque aréte de la chalne a été augmentée de C.
Cela se résout, par exemple, en utilisant I'algorithme Algo;.

La complexité de cet algorithme est en O(nk). O

Principe de I’algorithme pour résoudre p-PMCM
L’algorithme se déroule en deux phases :
— Résoudre le programme dual en calculant un certain nombre de valeurs
de la fonction ¢.
— Calculer une solution du probleme primal en utilisant le théoreme des
écarts complémentaires.

La principale difficulté est maintenant de trouver un moyen d’énumérer
un nombre limité de valeurs pour C, afin de résoudre le probleme dual en
temps polynomial.

Pour cela, nous allons tout d’abord montrer que la fonction ¢ est décroissante
a partir d’une certaine valeur B. Ainsi, un optimum du dual est nécessaire-
ment atteint lorsque C' décrit 'ensemble {0,. .., B}.

Nous étudierons ensuite plus en détail le sens de variation de la fonction ¢
sur ’ensemble {0,..., B}.

Théoreme 1. La fonction ¢ est décroissante lorsque
C > Max(0,Cpaz — 2Cmin), 0t Chrge €t Cin sont respectivement les capa-
cités maximum et minimum de la chaine.

Posons B = Maz(0, Craz — 2Cmin)-
Soit G’ le graphe obtenu en ajoutant la valeur B a la capacité de chaque
aréte de G.
Pour toute aréte e; de G, nous noterons ¢; sa capacité dans G et ¢, sa capa-
cité dans G’.
Par construction nous avons : Ve; € E ¢, = ¢; + B

Afin de démontrer le théoreme 1, nous allons commencer par établir
plusieurs lemmes :

Lemme 3.
V(ey, e, e3) € E? < ch+ch

Démonstration. Soit eq, eq, e3, trois arétes de G.
Nous allons montrer que ¢} — ¢ — ¢5 < 0 par disjonction de deux cas.
— si B> 0 alors B = Chiue — 2Chin
C/1 = ¢1 + Chaz — 2Cmin et C/Q + Cg = c2 + 3+ 204z — 4Cnin
d'ou &) — ¢y — 4 = (¢1 — Craz) + (Crmin — €2) + (Chnin — ¢3).
Chaque terme de la somme de droite est négatif ou nul d’oti ¢j — ¢4, — ¢§ < 0.
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— sinon B =0 d’ott Cyaz — 2Cmin <0 et ¢} — ¢y —cdh =1 —ca —c3.
Comme c; est inférieur a C,,qe €t co et c3 sont supérieurs a Chip, 0N
a:
c1 — g — 3 < Crgz — 2Cmin <0 dott ) — ¢y, — ¢ <0.

O

Rappelons que f; est le premier flot en partant de la droite de la chaine.

Lemme 4. Soit un flot f; intersectant f1 et i # 1.
Alors, dans la solution optimale sur G’ obtenue par Algoi, au moins une
aréte de l'intersection entre f1 et f; est saturée.

Démonstration. Soit f; un flot intersectant f; et ¢ # 1.

Soit I 'intersection de f; et f.

Soit J lensemble des arétes de la chaine (s;,t;) n’appartenant pas a I.
Soit K l'’ensemble des arétes de la chaine (s1,%1) n’appartenant pas a I.

Il est a rappeler que pour 1<j<i, f; passe nécessairement par toutes les
arétes de I car sinon, cela voudrait dire qu’il est inclus dans f; et aurait été
supprimé lors du pré-traitement.

J I K
| ! | I | |

fi

F1G. 6 — Saturation d’une aréte de l'intersection dans le cas de deux flots
non disjoints

Le premier flot routé est f;.
Si une aréte de I est saturée alors le lemme est montré. Sinon, une aréte e
de K est nécessairement saturée et f; = ¢}. Nous routons ensuite les flots
f2y.,fi. Au moins une aréte de la chaine (s;,t;) est alors nécessairement
saturée.

— Si une aréte de [ est saturée alors le lemme est montré.

— Sinon, aucune aréte de I n’est saturée et soit es € J, une aréte saturée.

Puisque le flot f; ne passe pas par es, nous obtenons que :

Fhe{2,... iy ch=> £i<> fi
j=h J=2
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Soit une aréte e3 de I. Puisque e3 n’est pas saturée, nous en déduisons
que sa capacité doit vérifier :

i i
cé>ij2f1+ijZc'1+c'2
p=t =2

Cela contredirait alors le lemme précédent! Ce cas ne peut donc pas
arriver et il existe donc bien une aréte de I qui est saturée.

O]

Nous venons d’établir un résultat concernant le routage des flots dans
G’. Nous allons maintenant nous intéresser au cas ot nous réaugmentons les
capacités des arétes de G’.

Lemme 5. Si nous augmentons toutes les capacités des arétes de G’ de q
unités, alors dans la solution optimale obtenue avec Algoy, fi augmente de
q unités et tous les flots l'intersectant restent inchangés.

Démonstration. Soit G” le graphe obtenu en ajoutant ¢ a la capacité de
chaque aréte de G’.

Soit F' ’ensemble des flots intersectant fi.

Si F est vide alors fi; augmente de ¢ unités et le lemme est montré. Supposons
que F' n’est pas vide et montrons ce lemme par récurrence sur le nombre
d’éléments de F'.

En appliquant Algo; sur G’, nous venons de montrer qu’il existe au moins
une aréte de l'intersection entre fo et fi qui est saturée. Soit es une telle
aréte d’ou

fitfo=ch (1)

Nous appliquons Algo; sur G”. Le flot f; augmente de ¢ unités. Si fo
augmentait de a (o > 0) alors, en faisant le bilan des flots routés sur es,
nous obtiendrions :

(it +(fota)<cn+q= fi+fota<d

Ce qui devient contradictoire avec (1), d’ott @ = 0 et fy n’augmente pas.

Supposons maintenant qu’apres avoir appliqué Algo; a G”, fi a été aug-
menté de ¢ unités et que les flots fo,...f;_1 ont gardé la méme valeur.
D’apres le lemme précédent, il existe e;, appartenant a l'intersection entre
f1 et f;, saturée dans la solution optimale obtenue par Algo; sur G’. On a
alors :

Y fi=¢ (2)
j=1
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Nous appliquons Algo; sur G”. Le flot f; augmente de ¢ unités. La valeur
des flots fa,...,fi—1 reste inchangée. Si f; augmentait de a (o > 0) alors, en
faisant le bilan de flots routés sur e;, nous obtiendrions :

i1 i
(h+Q+ D fit(fita)<d+qg=) fi+a<d
i=2 j=1

Cela devient contradictoire avec (2), donc o = 0 et f; n’a pas augmenté. [

Lemme 6. Si ['on augmente la capacité de chaque aréte de G’ de q unités
(¢ > 0), alors la somme des flots routés augmente de q - N ou N est le
nombre maximal de flots disjoints de G.

Démonstration. Nous allons traiter cette chaine G de maniére récursive en
partant de la droite de la chaine.

Soit G” le graphe obtenu en augmentant toutes les capacités des arétes de
G’ de la valeur q.

Soit F' I’ensemble des flots intersectant f7.

D’apres le lemme précédent, apres avoir appliqué Algo; sur G’ puis sur G”,
f1 a augmenté de ¢ unités et tout élément de F' est resté inchangé. Nous
supprimons alors fi, tous les flots de F' ainsi que les arétes devenues inutiles
puis nous ré-appliquons le méme raisonnement sur la chaine restante.
Finalement la somme des flots a augmenté de ¢ - N ou N est le nombre
de flots disjoints de la chaine en partant de I'extrémité droite de la chaine.
Cependant, pour une chaine, N correspond également au nombre maximum
de flots disjoints de la chaine car si I’on pouvait trouver IV -+ 1 flots disjoints,
nous aurions pu augmenter la somme des flots routé de (N +1) ce qui serait
strictement supérieur & la valeur obtenue avec Algo; qui est optimal. O

A partir de ce dernier lemme, nous déduisons une propriété de récurrence
sur la fonction ¢ :

Vg >0 ¢(B+q) =¢(B)+qN —p.q= ¢(B+q) =¢(B) +q.(N —p)

Le terme gN découle directement du lemme précédent. Le terme pq est la
pénalité pour avoir ajouté ¢ sur toutes les capacités.

Si N —p > 0, cela voudrait dire que nous essayons de couper N chaines
disjointes avec strictement moins de N arétes ce qui est impossible. Ainsi,
pour que l'instance admette une solution, il est nécessaire que N —p < 0,
donc la fonction ¢ est décroissante pour C' > B.
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Nous avons pour l'instant étudié la fonction ¢ lorsque C' > B. Nous nous
placgons désormais dans le cas ou C' est quelconque et nous allons maintenant
établir un second théoreme concernant le sens de variation de ¢.

Théoreme 2. La fonction ¢ est soit croissante puis décroissante soit uni-
quement décroissante.

Pour montrer ce théoreme, nous allons montrer plusieurs lemmes.
Tout d’abord, il est & noter que nous avons montré dans le théoreme pré-
cédent que la fonction ¢ était décroissante a partir d’une certaine valeur
B. Nous allons maintenant nous intéresser plus particulierement au sens de
variation de ¢ sur I’ensemble {0,..., B}.

Soit G une chaine dont les arétes sont valuées par des entiers strictement
positifs.
Soit G’ la chalne obtenue en augmentant de 1 la capacité de chaque aréte
de G.

Lemme 7. Soit deuzr flots consécutifs f; et fiy1 s’intersectant, f; n’inter-
sectant aucun autre flot.

Nous calculons, avec Algoy, une solution optimale du probléme de multiflot
dans G puis dans G’

Si f; augmente de 1 unité et qu’aucune aréte de l'intersection n’est saturée
dans G alors fiy1 augmente de 1 unité sinon il reste inchangé.

Démonstration. Soit I ’ensemble des arétes de I'intersection entre f; et fi11,
e; 'aréte par laquelle seul f; passe et e; I'aréte par laquelle seul f; 1 passe
(Cf. figure 7). Les arétes e; et e; existent nécessairement car les flots f; et
fj ne sont pas inclus I'un dans I'autre.

Apres avoir routé f; dans G : si une aréte de I est saturée alors f; ;1 est nul

Fi1a. 7 — Evolution de deux flots s’intersectant lors de 'augmentation des
capacités de 1

Rapport de stage final Nicolas Derhy



7.3 Etude du probléeme sur les chaines 47

et, dans G’, f; augmente d’une unité et f;1 reste nul. Sinon aucune aréte
de I n’est saturée et e; est saturée. Apres avoir routé f;+1 dans G :
— si une aréte e de I est saturée alors ¢y = f; + fir1. Dans G’ f;
augmente d’une unité. Supposons que f;11 augmente de o unités (o >
0), alors la somme des flots passant par e doit étre inférieure a sa
capacité :

Ck-i-lZ(fi+1)+(f¢+1+04)=>ck—fi—fi+1Za:>020¢:>0z:0

— sinon aucune aréte de I n’est saturée; alors e; est saturée et les deux
flots peuvent augmenter d’une unité dans G’.

O]

Lemme 8. Soit F' l’ensemble des flots intersectant le flot f1 dans G.

Nous calculons, avec Algoy, une solution optimale du probléme de multiflot
dans G puis dans G’

f1 augmente de 1 unité et au plus un élément de F' augmente de 1 unité, les
autres éléments de F' restant inchangés.

Démonstration. 1l est évident que f1 augmente de 1 puisque c’est le premier
flot routé dans Algoq, de plus, si F' ne contient aucun ou un seul élément
alors le lemme est montré.

Nous allons maintenant montrer ce lemme par récurrence sur le nombre
d’éléments de F. Tout d’abord, nous allons le montrer lorsque le cardinal de
F est 1 puis 2. En effet, ce deuxieéme cas nous sera tres utile dans la suite
de la démonstration.

Si le cardinal de F est 1 alors le lemme est une implication directe du lemme
précédent.

Supposons que F est de cardinal 2 : F' = { fa, f3}. Soit e; 1’aréte par laquelle
seul le flot f1 passe.

Soit K I’ensemble des arétes par lesquelles les flots f1 et fo passent.

Soit I ’ensemble des arétes par lesquelles les trois flots passent.

Soit J ’ensemble des arétes par lesquelles les flots fy et f3 passent.

Soit L I’ensemble des arétes par lesquelles seul le flot f3 passe.

Intéressons-nous a 'application d’Algo; dans G. Nous commencons par

router f :

— Si une aréte e; de I est saturée alors fo et f3 sont nuls. Dans G’, f;
augmente de 1 et fo et f3 restent nuls puisque e; est toujours saturée
par fi et le lemme est vérifié.

— Si une aréte e, de K est saturée alors fy est nul. Lorsque 'on ajoute
1 sur toutes les capacités, fo reste nul puisque e est toujours saturée
par fi. Nous pouvons alors supprimer fy et le lemme est alors une
implication directe du lemme précédent.
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Fia. 8 — Augmentation de seulement un des deux flots intersectant fi

— Si aucune aréte de I et de K n’est saturée par f; alors e; est saturée.

Intéressons-nous alors au routage de fs :

— Si une aréte e;; de I ou de J est saturée alors f3 est nul. D’apres le
lemme précédent, dans G’, f1 et fo augmentent de 1. D’ou eg3 reste
nul car e;; est toujours saturée.

— Si aucune aréte de I ou de J n’est saturée alors une aréte e; de K
est saturée d’ou :

2= f1+ fo (3)

Lorsque nous appliquons Algo; sur G’, fi augmente d’une unité.
Supposons que fo augmente également d’une unité, nous aurions
alors nécessairement co+ 1> fi+1+ fo+1=co> fi+1+ foce
qui contredirait (3). Ce cas ne peut donc jamais arriver. Puisque f,
reste constant, fs peut alors augmenter d’une unité puisqu’aucune
aréte de l'intersection entre f; et f3 n’était saturée.

Supposons maintenant que F' est de cardinal strictement supérieur a 2
et que le lemme est vérifié pour tout ensemble F' de cardinal inférieur. Soit
fi le dernier élément de F' et R ’ensemble F' privé de f;. En appliquant
I’hypothese de récurrence sur R, nous obtenons qu’au plus un élément de R
augmente d’une unité et que les autres éléments restent inchangés.

— si aucun élément de R n’augmente. Nous supprimons tous les flots de R
apres avoir soustrait leur valeur aux capacités des arétes par lesquelles
ils passent. Nous nous sommes alors ramenés au cas ou F' = f; et le
lemme est montré en utilisant le lemme précédent (c’est en fait le cas
initial de la récurrence ou la cardinalité de F' est 1).

— siun élément f; de R augmente d'une unité. Nous supprimons tous les
flots de R, excepté f;, apres avoir soustrait leur valeur aux capacités
des arétes par lesquelles ils passent. Nous nous sommes alors ramenés
au cas ou F est de cardinalité 2 pour lequel le lemme a été montré
précédemment.

O]
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Lemme 9. Nous calculons, avec Algoy, une solution optimale du probléme
de multiflot dans G puis dans G’.

La valeur de tout flot f; dans G’ est alors soit identique a sa valeur dans G,
soit incrémentée d’une unité.

Démonstration. Soit f;, le premier flot (par rapport a extrémité droite de
la chaine) qui est augmenté de « unités et supposons que a > 2.

Soit e; une aréte de la chaine (s;,t;) qui est saturée apres routage du flot f;
dans G et soit j I'indice du premier flot passant par e;.

(2
On a nécessairement ¢; = g fr
k=j

Puisque f; augmente de o unités et que tous les flots précédents sont restés
identiques ou ont au plus augmenté de 1 unité, nous obtenons :

i—1 i
ci+1> ka+(fi+a) = > ka—i-(oz—l) =c¢>ct+(a—1)=a<l
k=j k=j

Cela étant contradictoire avec 'hypothése o > 2, il ne peut exister de flot
fi augmentant d’au moins deux unités.

Supposons qu’il existe des flots dont la valeur diminue et soit f; le premier
flot (par rapport a ’extrémité droite de la chaine) qui est diminué de « unités
(a>1).

Puisque le flot f; diminue alors que les capacités augmentent d’une unité,
cela veut dire qu’au moins deux flots intersectant f; et routés avant f; ont
augmenté de 1. Nous savons alors, d’apres le lemme précédent, que o« = 1
puisque, sur une intersection de plusieurs flots, au plus deux flots augmentent
d’une unité. Soit f; et fi ces deux flots (i>j>k). Soit F' I’ensemble des flots
fao croisant f; et tels que a < i et a # j et a # k. F' contient ainsi tous
les flots situés 7a droite” de f; I'intersectant exceptés les flots f; et fi. Nous
supprimons tous les flots de F' apres avoir soustrait leur valeur aux capacités
des arétes par lesquelles ils passent. Nous nous retrouvons avec les flots f;,
fj et fr dans le cadre du lemme précédent ot nous avons montré que la
valeur des flots ne pouvait diminuer. ]

Nous adoptons pour la suite de cette partie plusieurs nouvelles notations.
Soit G” le graphe obtenu en augmentant toutes les capacités de G de deux
unités.

Soit F' (resp. F") 'ensemble des flots ayant augmenté d’une unité lors du
passage de G a G’ (resp. de G’ a G”) ordonné par rapport a lextrémité
droite de la chaine.

Nous posons également o = |F”|.

Lemme 10. Soit f; le premier flot tel que : f; € F'UF" et f; ¢ F'NF".
Alors f; appartient nécessairement a F'.
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Démonstration. Commengons par remarquer que ce lemme utilise implici-
tement le lemme précédent puisque nous savons que, lors de 'augmentation
de toutes les capacités d’une unité, les flots restent constants ou sont incré-
mentés de 1.

Montrons ce résultat par 'absurde en supposant que f; est dans F”.
Puisque f; n’a pas été augmenté d’une unité lors du passage de G a G, il
intersecte un flot f; (j<i) qui a augmenté de une unité. f; est donc dans
F’ mais appartient également & F” puisque f; était le premier flot a n’ap-
partenir qu’a un seul des deux ensembles. Lors du passage de G’ a G”, f;
augmente d’une unité puisqu’il est dans F” et f; ne peut donc toujours pas
augmenter d’ou f; ¢ F” ce qui est absurde. O

Finalement nous arrivons au lemme fondamental qui va nous permettre
de conclure sur le sens de variation de la fonction ¢ :

Lemme 11. L’augmentation de la somme des flots lors du passage de G a
G’ est, par définition, égale a a.

Nous pouvons construire une chaine H, similaire a G, ou les capacités sont
toutes supérieures a celles de G” et telle que l'augmentation de la somme
des flots lors du passage de G’ a H est exactement égale a .

Démonstration. Nous allons partir de G” et utiliser un algorithme récursif
pour construire H. D’apres le lemme précédent, le premier flot f; qui est
dans F’ U F" et n’est pas dans I/ N F” appartient & F’. Nous appliquons
Algoy sur G” et nous nous arrétons apres avoir routé le flot f; : la valeur de
/i n”augmente pas d’une unité par rapport a dans G’ puisque f; ¢ F”. Soit
H, le graphe obtenu en augmentant d’une unité les capacités de certaines
arétes de G” afin de pouvoir router une unité supplémentaire sur f;.

Nous diminuons de deux unités toutes les capacités des arétes de Hy et nous
obtenons un graphe GG1. Nous pouvons alors ré-appliquer le méme raisonne-
ment en posant G=G1.

Lorsque, pour le graphe courant G, les ensembles F’ et F” sont identiques,
H; est alors le graphe H recherché. O

Nous déduisons de ce lemme que 'augmentation de la somme des flots
lors du passage de G’ a G” est inférieure a ’augmentation lors du passage
de G’ a H (puisque toutes les capacités de H sont supérieures ou égales a
celles de G”) donc inférieur a «, et donc inférieur & 'augmentation lors du
passage de G a G’. Cela se traduit sur la fonction ¢ par la relation :

P(C+2) = g(C+1) <p(C+1) —0(C)

Ainsi, nous voyons a travers cette formule que la croissance de la fonction ¢
“ralentit” et qu’elle devient négative au plus tard lorsque C' > B.

Meéme si ¢ est une fonction discrete et non une fonction dérivable, nous
pouvons établir un paralléle entre ¢ et une fonction dont la dérivée seconde
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est négative. Une telle fonction a une dérivée premiere décroissante et elle
est alors soit croissante puis décroissante soit directement décroissante.
Le théoreme 2 est donc montré.

7.3.3 L’algorithme

L’algorithme consiste & résoudre le dual de p-PMCM puis a déduire une
solution du primal grace au théoreme des écarts complémentaires.
Commencons par décrire I'algorithme de résolution du dual puis calculons
sa complexité.

A partir des deux théoremes de la partie précédente, nous allons pouvoir
établir clairement le déroulement de l'algorithme et calculer sa complexité.
Nous allons réaliser une recherche dichotomique sur C' en utilisant 1’algo-
rithme Algo; pour résoudre & chaque itération deux probléemes de multiflot
dans les chaines. En effet, nous savons qu’une solution optimale est atteinte
pour une valeur de C' de lintervalle {0,..., B}. Soit f; = |25%]. Nous cal-
culons alors ¢(ff) et ¢(ff + 1). Si ¢(ff) > o(ff + 1) alors Poptimum se

trouve dans 'ensemble {0,..., fi'}, sinon il se trouve sur dans l’ensemble
{ff +1,..., B}. Nous réitérons ce procédé jusqu’a trouver une solution op-
timale.

Nous noterons (¢, f[ ]) = Algo1(G, C), 'application d’Algo; sur le graphe
G ol toutes les capacités ont été augmentées de la valeur C'. Cette fonction
renverra la valeur ¢ égale a la somme des flots routés ainsi que la valeur de
tous les flots dans la solution optimale calculée.

Algorithme de résolution de p-PMCM sur une chaine
B =0
By = Maz(0, Craz — 2Chmin)
Tant que (By — B > 1)
{
Biemp = [ 2255
<¢17 fl[ ]) = Algol (G, Btemp)
(¢27 f2[ ]) = Algol (G7 Btemp + 1)
si(¢1 > ¢2) alors By = Biemp sinon By = Byemp + 1
}
(p1, f1]]) = Algo1(G, By)
(¢2, f2[ 1) = Algo1 (G, Bs)
si (1 > ¢2) alors ¢ = ¢1 et f[] = fi[] et C = Bj sinon ¢ = ¢9 et
fl1=fo[l et C =By
renvoie (C, ¢, f[ ])
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Etudions maintenant la complexité de ’algorithme :

— Pour calculer la valeur initiale de By, nous devons parcourir ’ensemble
des arétes une fois soit un algorithme en O(n).

— Nous devons, dans le pire des cas, iterer log,(B) fois le corps de la
boucle "tant que” et, a chaque itération, nous résolvons deux problemes
de multiflot avec Algoj(le reste des opérations se faisant en temps
constant). Cette partie est réalisée en O(nklogy(B)).

— Apres étre sorti de la boucle "tant que”, nous effectuons encore deux
appels a Algo;. Cette partie est réalisée en O(nk).

La complexité de cet algorithme est donc en O(nklogy(B)).

Nous pouvons maintenant trouver une solution de notre probléme primal
a partir du théoréme des écarts complémentaires :

C'>0:>Zze:p

ecE

fi>0:>ZZe:1

ecr;

> fi<cetC=2=0

i/e€y;

Nous n’avons pas encore réussi a élaborer un algorithme combinatoire
afin d’obtenir une solution du dual. Nous allons donc résoudre le systeme
d’équations obtenu par le théoreme des écarts complémentaires. Ce systéme
est dans le pire des cas de taille n + k et la résolution d’un systeme linéaire
se réalise alors en O((n + k)3).

Au final, la complexité de I’algorithme dans son ensemble est :
O(nklogy(B) + (n + k)?) ot B = Max(0, Cpaz — 2Cmin)-

Enfin, nous pouvons cependant remarquer que si les capacités des arétes
sont trés grandes (par exemple en O(22")), le probleme n’est plus polynomial
par rapport a n.

7.4 Extension de ’algorithme aux anneaux

A Taide de l’algorithme obtenu sur les chaines, nous pouvons aisément
élaborer un algorithme polynomial dans le cas ou le graphe est un anneau
non orienté.

Rappelons que le nombre de chemins entre une source et son puits est alors
exactement égal & deux. Soit Ch,,;y,, la chalne la plus courte de 'anneau
reliant une source a son puits. Chyy est au plus de longueur | |. Or, nous
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savons que sur cette chaine, au moins une aréte doit étre coupée pour séparer
la source du puits.

Nous allons donc couper tour a tour chaque aréte de Chyn;n, supprimer
I'aréte ainsi que les flots passant par cette aréte, décrémenter de 1 la valeur
de p et finalement résoudre l'instance de p-PMCM sur la chaine obtenue.
La solution de 'instance initiale est obtenue en sélectionnant la meilleure
solution parmi les solutions calculées (une par aréte de Chpn).

La complexité s’établit en constatant que nous avons appliqué, au plus,
| %] fois I'algorithme de résolution de p-PMCM sur des chaines contenant
une aréte de moins que le nombre initial d’arétes de ’anneau, puis nous
avons calculé la valeur minimum des solutions obtenues sur les chaines afin
d’obtenir une solution optimale pour I’anneau.

La complexité de cet algorithme est donc en :

O(n?klogy(B) + n(n + k)3) ot B = Maz(0, Craz — 2Cmin)-

7.5 Conclusion de I’étude de p-PMCM

A Tlinverse de la premiere partie ol nous nous sommes focalisés sur des
graphes quelconques, nous avons axé I’étude de p-PMCM sur des graphes
particuliers. Si nous n’avons aucun résultat concret concernant la complexité
du probleme dans les arbres orientés, nous avons cependant montré que les
propriétés de PMCM, notamment la totale unimodularité de la matrice des
contraintes, n’étaient pas conservées. A l'inverse, nous avons montré que
p-PMCM était polynomial lorsque le graphe est une chaine ou un anneau
non orienté et avons élaboré des algorithmes combinatoires pour les résoudre.
Pour les chaines, nous avons utilisé une approche consistant a résoudre le pro-
bleme dual de maniere dichotomique puis a déduire une solution du primal
a l'aide du théoreme des écarts complémentaires. Cependant, la complexité
de l'algorithme est importante du fait de la méthode utilisée pour calculer la
solution du probléme primal. Concernant les anneaux, ['algorithme consiste
a résoudre un certain nombre d’instances de p-PMCM sur des chaines par-
ticulieres et a garder la meilleure solution trouvée.

8 Conclusion

Les différents travaux menés au cours de ce stage se sont répartis en deux
parties distinctes. Dans un premier temps, nous avons élaboré plusieurs mo-
délisations dans le but de résoudre en pratique le probleme de la multicoupe
minimale(PMCM) dans un graphe non orienté quelconque. Puis, nous avons
ajouté a PMCM une contrainte sur la cardinalité de la multicoupe et étudié
ce nouveau probleme dans certains graphes particuliers.
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Concernant les modélisations établies pour le probleme de la multicoupe,
nous avons constaté qu’il n’y a pas de modele véritablement "dominant”
puisque, en fonction des instances, certains modeles s’averent plus perfor-
mants que d’autres.

Nous avons remarqué que, en général, le modele 1;;, est celui qui donnait
les meilleurs résultats. Nous avons par la suite tenté d’enrichir ce modele,
notamment en ajoutant un certain nombre de contraintes, et avons abouti
au modele 2. Néanmoins, les contraintes ajoutées n’ont pas permis de di-
minuer la valeur du saut d’intégrité. Cependant, de par leur présence, ces
contraintes réduisent la taille de la région admissible, ce qui nous permet
d’obtenir, sur certaines instances, un temps de résolution moins important
qu’avec le modele 1j;,.

Nous nous sommes également intéressés a 1’écriture d’une modélisation qua-
dratique en espérant pouvoir calculer une meilleure borne, par exemple par
relaxation convexe, que celle obtenue par relaxation continue des modeles
linéaires. Cependant, nous avons montré que la modélisation quadratique
proposée ne permet pas de calculer une borne intéressante.

Certaines pistes ont cependant été peu explorées : les modeles développés
consistaient globalement a élaborer des coupes simples, pas forcément opti-
males, pour chacune des paires de terminaux puis a obtenir une multicoupe
en réalisant 'union de toutes ces coupes. Il serait ainsi intéressant d’essayer
d’élaborer certaines inégalités valides (au sens polyedrique) sur les modeles
établis, notamment en exploitant le fait que la variable y; peut étre associée
a la coupe simple séparant s; de t;).

Nous avons par la suite défini puis étudié le probleme de la multicoupe a
cardinalité contrainte (p-PMCM). Nous avons notamment cherché a déter-
miner si les cas polyndmiaux de PMCM le restaient pour p-PMCM.

Nous avons ainsi montré, pour les arborescences, que la matrice des contraintes
n’était plus totalement unimodulaire et que l'algorithme combinatoire éla-
boré pour PMCM ne fonctionnait donc plus. Cependant, nous n’avons pas
établi la complexité de ce probléeme sur les arborescences et les arbres orien-
tés, ces problemes restant ouverts.

De plus, nous avons montré que la matrice des contraintes restait totalement
unimodulaire pour les chalnes et avons élaboré un algorithme polynomial
combinatoire en O(nklogy(B) + (n + k)?) ot B = Max(0, Cruax — 2Cmin)-
Cet algorithme consiste a résoudre le probleme dual associé puis a calculer
une solution du primal a I’aide du théoréme des écarts complémentaires. Ce-
pendant, la complexité est grandement dégradée par la maniére dont nous
calculons la solution du primal car nous résolvons un systeme d’équations
linéaires. Il serait ainsi intéressant de poursuivre 1’étude de cet algorithme en
essayant de modifier cette seconde partie afin d’améliorer considérablement
la complexité. Nous avons montré que cet algorithme permettait également
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de résoudre p-PMCM sur des anneaux.

Ainsi, pour les graphes non orientés, nous savons désormais que p-PMCM
est NP-difficile pour les étoiles mais devient polynomial aussi bien pour les
chaines que pour les anneaux.
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